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91.1. Числа, корни и степени р

АЛГЕБРА

1.1. Числа, корни и степени 

Множество натуральных чисел 

N Èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñ÷¸òà ïðåäìåòîâ: 1; 2; 3; ...

Множество целых чисел

Z

N Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1; 2; 3; ...; ïðîòèâîïî-
ëîæíûå èì ÷èñëà: –1; –2; –3; ... è ÷èñëî 0 
îáðàçóþò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë 0

N
–

Множество рациональных чисел 

Q

Z ×èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå
m
n

, ãäå m��Z, n��N.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà — áåñêîíå÷íûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå äðîáè. Åñëè ïåðèîä ñîñòîèò
èç îäíèõ íóëåé, äðîáü ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷-
íîé äåñÿòè÷íîé 

äðîáè

Множество действительных чисел 

R

Q
Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà — áåñêîíå÷íûå íå-
ïåðèîäè÷åñêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè.

Îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíûìè ÷è-
ñëàìèQ

1
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Z

Q
R

N 5 ��N; 5� Z;
–7 � N; –7� Z;

0,37� N; 0,37� Z; 0,37� Q;
N� Z � Q � R

Основные арифметические действия и их свойства

a + b�c
a, b — ñëàãàåìûå, c — ñóììà

Ïåðåìåñòèòåëü-
íîå ñâîéñòâî

Ñî÷åòàòåëüíîå
ñâîéñòâî

Ðàñïðåäåëèòåëüíîå 
ñâîéñòâî

a +b�b + a a + (b +c)� (a + b) +c —

a – b�c
a — óìåíüøàåìîå, b — âû÷èòàåìîå, c — ðàçíîñòü

Ïåðåìåñòèòåëü-
íîå ñâîéñòâî

Ñî÷åòàòåëüíîå
ñâîéñòâî

Ðàñïðåäåëèòåëüíîå 
ñâîéñòâî

a–b� – (b–a)
a – (b–c)�a–b+c
(a – b) –c�a – b – c

—

a �b�c
a, b — ìíîæèòåëè, c — ïðîèçâåäåíèå

Ïåðåìåñòèòåëü-
íîå ñâîéñòâî

Ñî÷åòàòåëüíîå
ñâîéñòâî

Ðàñïðåäåëèòåëüíîå 
ñâîéñòâî

a �b�b �a (a �b) �c�a � (b �c)
(a + b) �c�ac + bc
(a – b) �c�ac – bc

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

Ñëîæåíèå

Âû÷èòàíèå

Óìíîæåíèå
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a : b � c
a — äåëèìîå, b — äåëèòåëü, c — ÷àñòíîå 

Ïåðåìåñòèòåëü-
íîå ñâîéñòâî

Ñî÷åòàòåëüíîå
ñâîéñòâî

Ðàñïðåäåëèòåëüíîå
ñâîéñòâî

a
b b

a

� 1

Äåëåíèå ÷èñëà íà 
ïðî èçâåäåíèå: 

c : (a �b) �
� (c : a) :b �
� (c : b) :a

Äåëåíèå ïðîèçâå-
äåíèÿ íà ÷èñëî: 

(a �b) �c �
� a � (b : c) �
� (a : c) �b

Äåëåíèå ñóììû 
(ðàçíîñòè) íà ÷è-
ñëî: 

a b
c

a
c

b
c

± = ±

Свойства нуля и единицы 

a + 0 �a; a – 0�a; 0 – a��	a;
a + (–a)� 0; a– a�0
(a  è –a — ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ÷èñëà).

a
a

⋅ =1
1  (a è

1

a
— âçàèìíî 

îáðàòíûå ÷èñëà) 

a �b� 0, åñëè a� 0 èëè b� 0,
èëè a�b�0. 
a
b

� 0  òîëüêî ïðè a� 0, b
 0

Íóëü äåëèòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî; íà íóëü äåëèòü íåëüçÿ

Признаки делимости на 2, 3, 5, 9, 10 

Äåëèòñÿ 
íà

Ïðèçíàê äåëèìîñòè

2
×èñëî äåëèòñÿ íà 2, åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèô-
ðà äåëèòñÿ íà 2

Äåëåíèå
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3
×èñëî äåëèòñÿ íà 3, åñëè ñóììà åãî öèôð
äåëèòñÿ íà 3

5
×èñëî äåëèòñÿ íà 5, åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèô-
ðà 0 èëè 5

9
×èñëî äåëèòñÿ íà 9, åñëè ñóììà åãî öèôð
äåëèòñÿ íà 9

10
×èñëî äåëèòñÿ íà 10, åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèô-
ðà 0

Признаки делимости на 4, 25 и 11

Äåëèòñÿ íà Ïðèçíàê äåëèìîñòè

4
×èñëî äåëèòñÿ íà 4, åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåí-
íîå èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ öèôð, äåëèòñÿ
íà 4

25
×èñëî äåëèòñÿ íà 25, åñëè ÷èñëî, ñîñòàâ-
ëåííîå èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ öèôð, äåëèò-
ñÿ íà 25

11
×èñëî äåëèòñÿ íà 11, åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ 
ñóììà åãî öèôð a

0
–a

1
+a

2
–a

3
+…+(–1)nan–1

äåëèòñÿ íà 11

Простые и составные числа 

Ïðîñòûå ÷èñëà èìåþò òîëü-
êî äâà äåëèòåëÿ: 1 è ñàìî 
÷èñëî

äåëèòåëè ÷èñëà 23: 
23 1�  è 23 23�

Îñòàëüíûå ÷èñëà èìåþò áî-
ëåå äâóõ äåëèòåëåé

÷èñëî 12 èìååò äåëèòåëè: 
1, 2, 3, 4, 6, 12

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Обыкновенные дроби 

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè

Çíà÷åíèå äðîáè íå èçìåíèò-
ñÿ, åñëè ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü óìíîæèòü èëè 
ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå
÷èñëî (âûðàæåíèå), íå ðàâ-
íîå íóëþ

a
m

a
m

( )b c
( )b c

=

25

75

1

3
� ;

22

33

2

3
�

Ñðàâíåíèå äðîáåé

Èç äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêî-
âûìè çíàìåíàòåëÿìè áîëü-
øå òà, ÷èñëèòåëü êîòîðîé
áîëüøå 

7

13

11

13
� ,  ò. ê. 7 � 11

Èç äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêî-
âûìè ÷èñëèòåëÿìè áîëüøå 
òà, ó êîòîðîé çíàìåíàòåëü 
ìåíüøå 

11

21

11

15
� ,  ò. ê. 21 � 15

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå

Åñëè çíàìåíàòåëè ðàâíû, 
òî ÷èñëèòåëè ñêëàäûâàþòñÿ
(âû÷èòàþòñÿ), à çíàìåíàòå-
ëè ñîõðàíÿþòñÿ

a
b

c
b

a c
b

± =c ±

13

21

7

21

6

21

2

7
− = =

Åñëè çíàìåíàòåëè ðàçíûå, 
òî ñíà÷àëà äðîáè ïðèâîäÿò 
ê íàèìåíüøåìó îáùåìó çíà-
ìåíàòåëþ, à ïîòîì ñêëàäû-
âàþò (âû÷èòàþò) êàê äðîáè
ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòå-
ëÿìè 

a
b

c
d

ad
bd

bc
bd

ad bc
bd

± =c ± =bc ±

3

7

4

9

3 9 4 7

7 9
+ = +9 =

27 28

63

55

63
= + =
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Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè)
ñìåøàííûõ ÷èñåë ìîæíî
ñëîæèòü (âû÷åñòü) èõ öåëûå 
è äðîáíûå ÷àñòè

5
1

8
1

5

6
5 1

1

8

5

6
=+ 1 +1 + =

6
3 20

24
6

23

24
= + =

Óìíîæåíèå äðîáåé

Ïðè óìíîæåíèè äðîáåé ïå-
ðåìíîæàþò èõ ÷èñëèòåëè
è çíàìåíàòåëè

a
b

c
d

ac
bd

⋅ =

3

7

2

5

3 2

7 5

6

35
⋅ = =

Ïðè óìíîæåíèè ñìåøàííûõ
÷èñåë èõ ñíà÷àëà ïðåâðàùà-
þò â íåïðàâèëüíûå äðîáè,
à ïîòîì ïåðåìíîæàþò

2
2

5
7

3

8

12

5

59

8
⋅ =7 ⋅ =

177

10
17

7

10
= =

Äåëåíèå äðîáåé

Ïðè äåëåíèè äâóõ äðîáåé 
äåëåíèå çàìåíÿþò óìíîæå-
íèåì äåëèìîãî íà äðîáü, îá-
ðàòíóþ äåëèòåëþ

a
b

c
d

ad
bc

: ;
d b

5
1

3
1

5

9

16

3

14

9
: :1 =:

16 9

3 14

24

7
3

3

7
= ⋅ = =

Âîçâåäåíèå äðîáè â ñòåïåíü

Ïðè âîçâåäåíèè äðîáè â ñòå-
ïåíü âîçâîäÿò ÷èñëèòåëü
è çíàìåíàòåëü äðîáè â ýòó 
ñòåïåíü

2

3

2

3

32

243

5 5

5

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = = ;

1
1

5

6

5

36

25
1

11

25

2 2
6⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = =

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Пропорции 

— ðàâåíñòâî

äâóõ îòíîøåíèé
a
b

c
d

�  èëè 

a :b � c :d (a, b, c, d 
 0).
×ëåíû ïðîïîðöèè: a, d —
êðàéíèå; c, b — ñðåäíèå

8

12

2

3
� ; 2 4

2

3
1 2

1

3
: :4 1

Îñíîâíîå ñâîéñòâî: ïðîèç-
âåäåíèå êðàéíèõ ÷ëåíîâ
ïðîïîðöèè ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ ñðåäíèõ å¸ ÷ëåíîâ:

ad � bc

8

12

2

3
� ;  8 �3 � 12 �2;

2 4
2

3
1 2

1

3
: :4 1 ;

4
2

3
1 2 2

1

3
⋅1 ⋅

Êàæäûé ÷ëåí ïðîïîðöèè —
÷åòâ¸ðòûé ïðîïîðöèîíàëü-
íûé ÷ëåí ïî îòíîøåíèþ 
ê òð¸ì äðóãèì

a
bc
d

� ; b
ad
c

� ;

c
ad
b

� ; d
bc
a

�

Проценты

Ïðîöåíò — ýòî ñîòàÿ ÷àñòü
íåêîòîðîãî ÷èñëà (êîòîðîå
ïðèíèìàåòñÿ çà åäèíèöó)

1
1

100
% �

1% îò ÷èñëà a — ýòî 
1

100
a

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîöåíòîâ

×òîáû âûðàçèòü ÷èñëî â ïðî-
öåíòàõ, íóæíî åãî óìíî-
æèòü íà 100%

0,23 � 0,23 �100% � 23%;
0,07 � 0,07 �100% � 7%; 
5 � 5 �100% � 500% 

×òîáû çàïèñàòü ïðîöåíòû 
â âèäå ÷èñëà, íóæíî ÷èñëî,
ñòîÿùåå ïåðåä çíàêîì %, 
ðàçäåëèòü íà 100

13% � 13:100 � 0,13;
2% � 2:100 � 0,02;
123% � 123:100 � 1,23
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Íàõîæäåíèå ïðîöåíòà îò ÷èñëà

p% îò ÷èñëà a ðàâíî:

p
a

100
�

20% îò ÷èñëà 120 ðàâíî:
20 120

100
24

⋅ =

Íàõîæäåíèå ÷èñëà ïî äàííîìó ïðîöåíòó

Åñëè p% îò íåêîòîðîãî ÷è-
ñëà ðàâíî m, òî âñ¸ ÷èñëî
a ðàâíî: 

a
m

p
= ⋅100

Åñëè 15% îò íåêîòîðîãî
÷èñëà ðàâíî 45, òî âñ¸ ÷è-
ñëî ðàâíî:

45 100

15
300

⋅ =

Íàõîæäåíèå ïðîöåíòíîãî îòíîøåíèÿ äâóõ ÷èñåë 

×èñëî a ñîñòàâëÿåò îò ÷è-
ñëà b:

a
b

�100 %

×èñëî 22 ñîñòàâëÿåò îò ÷è-
ñëà 88:

22

88
100⋅100 % %25=

Óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) íà p% 

×èñëî a óâåëè÷èëîñü
íà p%:

a
p

a
p+ =p +⎛

⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

%

%

%

%100
1

100

×èñëî 110 óâåëè÷èëîñü 
íà 5%:

110 1
5

100
+1⋅ ⎛

⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

110 1 05 115 5= ⋅110 =, ,05 115

×èñëî a óìåíüøèëîñü
íà p%:

a
p

a
p− = −⎛

⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

%

%

%

%100
1

100

×èñëî 110 óìåíüøèëîñü 
íà 5%:

110 1
5

100
⋅ −1
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

110 0 95 104 5= ⋅110 =, ,95 104

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû



171.1. Числа, корни и степени р

Ôîðìóëà ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ 

Åñëè A
0

— íà÷àëüíûé êà-
ïèòàë (âêëàä), p — ãîäîâîé 
ïðîöåíò, n — êîëè÷åñòâî 
ëåò, òî â êîíöå n-ãî ãîäà 
êàïèòàë ñîñòàâèò:

A A
p

n

n

= +A
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

0 1
100

Åñëè íà÷àëüíûé êàïè-
òàë — 5000 è ãîäîâîé ïðî-
öåíò — 6, òî â êîíöå 3-ãî 
ãîäà êàïèòàë ñîñòàâèò:

5000 1
6

100
5955

3

+1⋅ ⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ≈

Модуль действительного числа

Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàþò ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà îòñ÷¸òà 
äî òî÷êè, êîòîðàÿ èçîáðàæàåò ýòî ÷èñëî, íà  êîîðäèíàò-
íîé ïðÿìîé.

a
a a
a a=

>
− <a a

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

,
,
,

åñë
åñë
åñë

0
0

0 0a =, åñëè
  

–5 –4 –3 –2 –1 1 2 3 4 50

|–5| � 5 |4| � 4

Степень

n-é ñòåïåíüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî b, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ÷è-
ñëà a ñàìîãî íà ñåáÿ n ðàç.

b a a a a an

n

=a ⋅a aa ⋅... ,a1 211 322 3322 n�N

a — îñíîâàíèå ñòåïåíè, n — ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
0n � 0 (n � 0); 1n � 1; a1 � a; 00 — íå îïðåäåëåíî

Ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì
ïîêàçàòåëåì

a1 � a; a a a a an

n

= ⋅a aa ⋅... ,1 211 322 3322

a�R, n�N

25�2 �2 �2 �2 �2�32;

(–3)3� (–3) � (–3) � (–3)�–27; 

07�0; 1100�1;

(–1)99�–1; (–1)100�1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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öåëûì
ïîêàçàòåëåì
a0 � 1, a 
 0; 00 — íå îïðå-
äåëåíî; 

a
a

n
n

− = 1
, a 
 0, n � Z

( )
( )

;=) = −− 1 1

27
3

3

2

5

5

2

25

4

2 2
5⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

−

;

1 3
13

10

10

13

100

169
2

2 2
10

, −
−

= ⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì
ïîêàçàòåëåì

a a
m
n mn , a
0, m�Z, n�N,

n � 2

36 36 6
1

2 � �36 ;

27 27 3 9
2

3 23 2� �27 ;

( )
1

3 = –2; 

32
1

32

1

32

1

4

2

5
2

5
25

−
= = =

Ñòåïåíü ñ èððàöèîíàëüíûì 
ïîêàçàòåëåì ak, ãäå k — èð-
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, a 
 0

10 2 � 101,4142... � 25,9

Основные свойства степени

Óìíîæåíèå ñòåïåíåé
am �an � am+n

25 �2–3�25+(–3)�22�4;

8 8 8
1

3

2

3

1

3

2

3=8 3
− + −⎛

⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

8
1

8

1

2

1

3
3

=8 3 =
−

;

5 5 53 25 3 2=5

Äåëåíèå ñòåïåíåé
am :an � am–n

5–2 :5–5�5–2–(–5)�
�5–2+5�53�125;

3 3 3 32 3 3 23 3 3 3= 3

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



191.1. Числа, корни и степени р

Âîçâåäåíèå ñòåïåíè
â ñòåïåíü 
(am)n � am � n

(( ) ) ( ) ( )( )− =) ( ) =)) −( ))2) ) ((=) ) (2 3))− 2 (⋅ 6

( )
;= =1 1

646

7 7
2

3 2 6( )7 3 =7

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
ïðîèçâåäåíèÿ
(a �b)n � an �bn

(–3ab3c)3�–27a3b9c3;

0,57 ��(–2)7� (0,5 � (–2))7�
� (–1)7�–1

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
äðîáè

a
b

a

b

n n

n

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = , b 
 0 

−⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = = −2

5 5

8

125

3 3

3

( )−2
;

625

5

625

5

1

3

1

3

1

3
= ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

125 5
1

3 3= =( )125( )125125

a
b

b
a

n n
b⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

−
2

3

3

2

81

16

4 4
3⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

−

Корень степени n > 1 и его свойства

-
íûì êîðíåì èç íåîòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàþò 
òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî b, êâàäðàò êîòîðîãî ðà-
âåí a:

a b
b
b a

⇔b
≥⎧

⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

0
2

36 6� , ò. ê. 62�36, 6�0;

25 
8, ò. ê. 82
25;

25 ≠ ( )5− ,  ò. ê. –5�0;

�3 — íå îïðåäåë¸í 

Òîæäåñòâà

a a( )2 , a 
 0 121 121
2( ) ; 13

2( )13 =

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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a a2 , a � R 3 3 32 �3 ;

( ) ;=) =−21 212

2 3
2( )2 3 = 2 =

3 2= − ( )2 3 = 3

Основные свойства корня степени n (a 
 0, b 
 0)

a b a b=b

ab a b= a

0 001 0 4, ,001 0⋅ =0 4

0 001 0 4, ,001 0= ⋅ =0 4

0 0004 0 02, ,0004 0 ;= =

121 625 100⋅625 =

121 625 100= 121 ⋅ =100

11 25 10 2750= ⋅ ⋅25 =

a

b

a
b

� , b 
 0 

a
b

a

b
�

8

2

8

2
4 2� � ;

144

169

144

169

12

13
� �

a a
p

p( )
ap

p( )a

9 3 273
3

3( )9 = 3

Åñëè a � 1, òî a a�

è a � 1;

åñëè 0 � a � 1, òî a a�

è 0 1

7 7  è 7 1;

1

3

1

3
�  è

1

3
1�

Åñëè a � b 
 0, òî a b 3 2,  ò. ê. 3 � 2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



211.1. Числа, корни и степени р

Арифметические корни n-й степени при n � 2, n �� N

Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì
n-é ñòåïåíè (n � N, n 
 2)
èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà
a íàçûâàåòñÿ òàêîå íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî b, n-ÿ ñòå-
ïåíü êîòîðîãî ðàâíà a:

a b
n a

b
b a

n

n∈ ≥a
⎫
⎬
⎫⎫
⎭
⎬⎬ ⇔ ≥⎧

⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

N, 0

0

81 34 � ; 0 00001 0 15 , ,00001 0 ;�
1024 45 ; 0 027 0 33 , ,027 0�

Åñëè a � 0, òî

a an a2 1n 2 1nn
− = −8 8= − 33 38 ;

− = − = −243 243 35 5243 ;

33 33( )3 2 = − ( )2 3 =

3 2= − ( )2 3 = 3

Êîðåíü ÷¸òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà íå îïðå-
äåë¸í

Òîæäåñòâà

Åñëè an  ñóùåñòâóåò, òî:

a an
n( ) ;

a ann 22 , a � R;

a an 2 1n2 1n , a � R

5
4( )54 ; −( )2 2) = −5

5
;

( ) ;=2) =) − 266

( ) 3) =) −77

Основные свойства арифметического корня n-й степени

a amknk mn , a 
 0, m � Z, 

n � N

8 8 2 1686 43 4�8 ;

m m312 4

a anm mn , k � N, k 
 2, 

a 
 0

3 34 ; 7 753 15



22 Алгебрар

aan
k

kn( ) , k � N, k 
 2, 

a 
 0 

5 25
2

23 3( )53 =5

ab a bn nab n= a , a 
 0, b 
 0 16 625 16 6254 416 625 4⋅ 625 =625

2 5 10= =5 ;

3 9 3 9 27 33 33 3 33 9=9 =9 =

a
b

a

b
n

n

n
� , a 
 0, b � 0

125

27

125

27

5

3
3

3

3
� � ;

80

5

80

5
16 2

4

4
4 4� �4 �

Åñëè a � b 
 0, òî a bn na ;

åñëè a � 1, òî an � 1

è a an � ;

åñëè 0 � a � 1, òî

0 1n ; a an �

5 37 75 ,  ò. ê. 5 � 3;

2 15 , 2 25 ;

1

2
13 � ,

1

2

1

2
3 �

1.2. Основы тригонометрии

Синус, косинус, тангенс и котангенс острого угла
прямоугольного треугольника

a

b

c

�

a, b — êàòåòû;
c — ãèïîòåíóçà; 
� — îñòðûé óãîë

Ñèíóñîì óãëà � íàçûâàåòñÿ 
îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùå-
ãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå

sin α = a
c

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



231.2. Основы тригонометриир р

� íàçûâàåò-
ñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî
êàòåòà ê ãèïîòåíóçå

cos α = b
c

Òàíãåíñîì óãëà � íàçûâàåò-
ñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæà-
ùåãî êàòåòà ê ïðèëåæàùåìó

tg α = a
b

Êîòàíãåíñîì óãëà � íàçû-
âàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæà-
ùåãî êàòåòà ê ïðîòèâîëåæà-
ùåìó

ctg α = b
a

Углы в тригонометрии 

0
x360

270

2

180

90

3
2

2

II I

III IV

Îñè êîîðäèíàò Ox è Oy
ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà
÷åòûðå ÷åòâåðòè:
I ÷åòâåðòü: 0� � � � 90�;
II ÷åòâåðòü: 90� � � � 180�;
III ÷åòâåðòü: 180� � � � 270�;
IV ÷åòâåðòü: 270� � � � 360�

��AOB � �; �A
1
OB � –�

Â òðèãîíîìåòðèè óãîë ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ôèãóðà,
îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì 
ëó÷à âîêðóã ñâîåé íà÷àëü-
íîé òî÷êè Î.

Âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé 
ñòðåëêè — ïîëîæèòåëü-
íîå, ïî ÷àñîâîé — îòðèöà-
òåëüíîå

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Óãëû èçìåðÿþòñÿ â ãðàäóñàõ è ðàäèàíàõ

1� — ýòî óãîë, êîòîðûé ðà-

âåí
1

180
 ÷àñòè ðàçâ¸ðíóòî-

ãî óãëà.
1� � 60� (60 ìèíóò) 
1� � 60� (60 ñåêóíä) 

1
180

° =
°

π

n
n° = ⋅
°

π
180

135
135

180

3

4
° = °135

°
=π π135 3⋅ °135

x

y

R
A

α
R

BBR

�AB�� � R, � � 1
1 ðàäèàí — ýòî öåíòðàëü-
íûé óãîë, êîòîðîìó ñî-
îòâåòñòâóåò äëèíà äóãè,
ðàâíàÿ ðàäèóñó ýòîé
îêðóæíîñòè.

1 ðàäèàí �
180°

π
5

6

5 180

6
150

π = °180 = °150

Ã
ð
à
ä
óñ

û 0� 30� 45� 60� 90� 120� 135� 150� 180� 270� 360�

Ð
à
äè

à
í
û

0
�
6

�
4

�
3

�
2

2�
3

3�
4

5�
6

�
3�
2

2�

Синус, косинус, тангенс и котангенс числа

Ñèíóñîì (sint) ÷èñëà t íàçûâà-
åòñÿ îðäèíàòà òî÷êè Pt åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè.
Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé 
ïåðèîä T�2�

Pt

tsi
n

 t

y

0
x

1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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cost) ÷èñëà t íàçû-
âàåòñÿ àáñöèññà òî÷êè Pt åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè.
Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé 
ïåðèîä T�2�

Pt

t
cos t

y

0
x

1

Òàíãåíñîì (tgt) ÷èñëà t íàçû-
âàþò îòíîøåíèå sint è cost.
Îñü òàíãåíñîâ — ïðÿìàÿ x�1.
tgt — îðäèíàòà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òî÷êè îñè òàíãåíñîâ:

tg
sin

cos
.t

t
t

�

Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé
ïåðèîä T��

tgt

x
=

1

Êîòàíãåíñîì (ctgt) ÷èñëà t íà-
çûâàþò îòíîøåíèå cost è sint.
Îñü êîòàíãåíñîâ — ïðÿìàÿ
y � 1.
ctgt — àáñöèññà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òî÷êè îñè êîòàíãåíñîâ:

ctg
cos

sin
t

t
t

�

Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé 
ïåðèîä T � �

ctgty – 1

Знаки синуса, косинуса, тангенса, котангенса 

II I

III IV

+

–

+

–

sint

II I

III IV
+

– +

–

cost

II I

III IV
+

– +

–

tgt
ctgt

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ф
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+
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Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ ñóììû è ðàçíîñòè
äâóõ óãëîâ

sin(� � �) �
� sin � cos � � cos � sin �

cos(� � �) �
� cos � cos � �  sin � sin �

tg( )
tg

tg
,α β α βtg

α βtg
=)

1 �

α β π π,β ,a b n n,± ≠b + ∈πn n,
2

Ζ

ctg( )
ctg

ctg
,α β α βctg

α βtg
=)β � 1

α β π,β ,a b n n,± ≠b ∈Ζ

Формулы двойного и половинного углов

Ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà Ôîðìóëû ïîëîâèííîãî óãëà

sin 2� � 2 sin � cos �
cos 2� � cos2 �–sin2 �

tg
tg

tg
,2

2

1 2
α α

α
=

−

α π π≠ +
4 2

n
,

α π π≠ + ∈
2

n n, Ζ

ctg
ctg

ctg
,2

1

2

2

α α
α

= −

α π≠ ∈n
2

, Ζ

2 sin2 � � 1–cos 2�
2 cos2 � � 1+cos 2�

sin
cosα αcos

2

1

2
=

cos
cosα αcos

2

1

2
= +

tg
si

cos

cos

sin
,

α αsin

α
α

α2 1

1=
+

= −

� 
 �n, n � Z

ctg
cos

sin

sin

cos
,

α αcos

α
α

α2

1

1
= + =

−
� 
 �n, n � Z

Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
â ïðîèçâåäåíèå

sin sin cosα βsi
α β α β=βsin 2

2 2

cos cos cosα βcos
α β α β=βcos

β α
2

2 2

cos sin sinα βcos
α β α β=βcos − i

β α
2

2 2
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Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó

sin (cos( ) cos( ))α βsin α β α β= (cos( − cos(α1

2

cos (cos( ) cos( ))α βcos α β α β= (cos( + cos(α1

2

sin (sin( ) sin( ))α βcos α β α β= (sin( + sin(α1

2

Ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

sin
cos

;2 1 2cos

2
α α= cos

cos2 1 2cos

2
α α=

Âûðàæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî óãëà

sin
tg

tg
;α

α

α=
+

2
2

1
2

2

cos
tg

tg
;α

α

α=
−

+

1
2

1
2

2

2

� 
 �n, n � Z

tg
tg

tg
,α

α

α=
−

2
2

1
2

2
α π π≠ +

2
n,

� 
 �+2�n, n � Z

ctg
tg

tg
,α

α

α=
−1

2

2
2

2

� 
 �n, n � Z

Ôîðìóëà âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà

a t b t a b tcos st b cos( ),+ =b tb −b tcos(2 2bb α

ãäå cos ;α a

a b+2 2b+
sin ;α b

a b+2 2b+
a2+b2 
 0 
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1.3. Логарифмы

Ëîãàðèôìîì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a íàçûâàåòñÿ ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ íóæíî âîçâåñòè ÷èñëî a, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ÷èñëî b

Îáîçíà÷àåòñÿ: logab ×èòàåòñÿ: ëîãàðèôì a ïî 
îñíîâàíèþ b

Ïîêàçàòåëüíîå ðàâåíñòâî 
ax � b

x — ïîêàçàòåëü ñòåïåíè;
a — îñíîâàíèå ñòåïåíè; 
b — ñòåïåíü ÷èñëà a

Ëîãàðèôìè÷åñêîå ðàâåíñòâî
x � logab

x — ëîãàðèôì ÷èñëà b ïî îñ-
íîâàíèþ a;
a — îñíîâàíèå ëîãàðèôìà;
b — ÷èñëî, ñòîÿùåå ïîä çíà-
êîì ëîãàðèôìà

27 � 128 � log
2
 128 � 7;

log ;3
21

9
2 3

1

9
= = − ⇔ =−

1

5
125 125 3

3

1

5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⇔ = −

−

log

Ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ 
10 íàçûâàþò äåñÿòè÷íûìè:

log
10

a � lg a

lg 10 � 1; lg 0,1 � –1;
lg 100 � 2; lg 0,01 � –2; 
lg 1000 � 3; lg 0,001 � –3

Ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ 
e íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè: 

logea � lna. 
e � 2,718281… — èððàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî;

e � 2,7

ln e � 1; ln ;
1

1
e

= −

ln e2 � 2; ln
1

2
2e

= −

Свойства логарифмов 

Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå
òîæäåñòâî

a ba blog �

5 35 3log ;� 3 53 5log ;�

10 77lg ;� eln3 3�

a � 0; a 
 1; b � 0
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loga1 � 0, a > 0
logaa � 1, a 
 1

log
3
1 � 0; lg1 � 0;

log ;
7

7 1  ln1 � 0 

Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ
logc(ab) � logca+logcb
a > 0, b > 0, c > 0, c 
 1

log
8
2+log

8
4 � log

8
2 �4 �

� log
8
8 � 1; 

log
3
18 � log

3
(9 �2) �

� log
3
9+log

3
2 � 2+log

3
2

Ëîãàðèôì ÷àñòíîãî

log log log ,c clog c
a
b

a bloglog a

a > 0, b > 0, c > 0, c 
 1

log log log3 3log 35
15

5
=log3log 5

log ;3log 3 1log3log 3

log log l g2 2log 2

2

7
2 loglog2log 2

l 2l g 7log2log

Ëîãàðèôì ñòåïåíè
logca

k � k logca
a > 0, c > 0, c 
 1, k � R

log
3
310 � 10 log

3
3 � 10;

lg10p00 � p lg10 � p;
3 log

8
4 � log

8
43 � log

8
64 � 2

log log
a

n
a

n
m

b

a > 0, b > 0, a 
 1,
m, n � R, m 
 0 

log l g25 5

35log
52 �5log

log ,5

3

2
5

3

2
1 5,�

Ïåðåõîä ê íîâîìó îñíîâàíèþ

log
log

log
;b

c

c

a
a
b

�

a � 0, b � 0, b 
 1, c � 0, c 
 1

log
lg

lga b
b
a

�

log
ln

ln3 7
7

3
�

log
log

;a
b

b
a

� 1

a � 0, a 
 1, b � 0, b 
 1

log
log36

6

6
1

36

1

2
� �

a b cb aclog lbb bb ;

a � 0, a 
 1, b � 0, b 
 1,
c � 0, c 
 1

8 5 5 1252 82 3log l55 55 �5 255

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Сравнение логарифмов

Åñëè a � 1 è 0 � x
1
� x

2
, òî

logax1
 < logax2

 (çíàê íåðà-
âåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ)

2 � 3, log2 � log3

Åñëè 0 � a � 1 è 0 � x
1
� x

2
,

òî logax1
 > logax2

 (çíàê íå-
ðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ)

2 � 3, log
0,5

2 � log
0,5

3

1.4. Преобразование выражений

Преобразование выражений, включающих 
арифметические операции

äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå 
äåñÿòè÷íûõ äðîáåé:
à) óðàâíÿòü êîëè÷åñòâî çíà-
êîâ ïîñëå çàïÿòîé, çàïèñàòü
çàïÿòóþ ïîä çàïÿòîé;
á) âûïîëíèòü ñëîæåíèå, âû-
÷èòàíèå, íå îáðàùàÿ âíèìà-
íèÿ íà çàïÿòóþ;
â) ïîñòàâèòü â îòâåòå çàïÿ-
òóþ ïîä çàïÿòîé

0,37+26,5 � 26,87
� 0 37

26 50

26 87

,
,

,

37–0,075 � 36,925 

� 37 000
0 075

36 925

,
,

,

Óìíîæåíèå äåñÿòè÷íûõ 
äðîáåé:
à) âûïîëíèòü äåéñòâèå, íå
îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà çà-
ïÿòóþ;
á) îòäåëèòü â ïðîèçâåäåíèè 
ñòîëüêî çíàêîâ, ñêîëüêî
èõ èìååòñÿ ïîñëå çàïÿòîé 
â îáîèõ ìíîæèòåëÿõ âìåñòå

 0 215
0 03

0 00645

,
,

,

 
15

0 003

0 045

,

,
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Äåëåíèå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé: 
1. Íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî:
à) ðàçäåëèòü äðîáü íà ÷è-
ñëî, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ
íà çàïÿòóþ;
á) ïîñòàâèòü â ÷àñòíîì çàïÿ-
òóþ ïîñëå òîãî, êàê çàêîí-
÷åíî äåëåíèå öåëîé ÷àñòè;
â) åñëè öåëàÿ ÷àñòü ìåíüøå
äåëèòåëÿ, òî ÷àñòíîå íà÷è-
íàåòñÿ ñ íóëÿ öåëûõ.
2. Íà äåñÿòè÷íóþ äðîáü: 
â äåëèìîì è äåëèòåëå çàïÿ-
òóþ ïåðåíåñòè íà ñòîëüêî
öèôð, ñêîëüêî èõ ïîñëå çà-
ïÿòîé â äåëèòåëå, è âûïîë-
íèòü äåëåíèå äåñÿòè÷íîé 
äðîáè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî

�

�

30 6
27

9

3 4

36
36

0

,
,

�

�

3 56
32

4

0 89

36
36

0

,
,

8,46:0,6 � 84,6:6 � 14,1;

0,00612:0,03 � 0,612:3 �
� 0,204;

27:0,15 � 2700:15 � 180 

Арифметические действия с рациональными числами

÷èñåë ñ îäèíà-
êîâûìè çíàêàìè: ñëîæèòü 
ìîäóëè äàííûõ ÷èñåë, ïå-
ðåä ñóììîé ïîñòàâèòü îá-
ùèé çíàê

à) (–6)+(–3,7) � –(6+3,7) �
� –9,7;

á) − + −⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =5

7

8
6

3

4

= − +⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = − = −5

7

8
6

6

8
11

13

8
12

5

8

Ñëîæåíèå ÷èñåë ñ ðàçíûìè 
çíàêàìè: ìîäóëü ñóììû ðà-
âåí ðàçíîñòè ìîäóëåé ñëà-
ãàåìûõ, çíàê ñóììû ñîâïà-
äàåò ñî çíàêîì ñëàãàåìîãî, 
èìåþùåãî áîëüøèé ìîäóëü

à) 4+(–10) � –(10–4) � –6;
á) 5,6+(–4,1) � 5,6–4,1 � 1,5

Âû÷èòàíèå ÷èñåë: ÷òîáû
âû÷åñòü èç ÷èñëà a ÷èñëî b,
äîñòàòî÷íî ê óìåíüøàåìî-
ìó ïðèáàâèòü ÷èñëî, ïðîòè-
âîïîëîæíîå âû÷èòàåìîìó:

a–b � a+(–b)

à) –7–3 � –7+(–3) � –10;
á) –5–(–11,3) � –5+11,3 �
� 6,3;
â) 10–25 � 10+(–25) � –15

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Óìíîæåíèå è äåëåíèå ÷èñåë: 
à) ïðîèçâåäåíèå (÷àñòíîå) 
÷èñåë îäíîãî çíàêà åñòü ÷è-
ñëî ïîëîæèòåëüíîå;

–6 � (–2,1) � 12,6;

− ⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

⋅
22

11

17

22 17

11
34;: −⎛

⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

= =
17 11

34

á) ïðîèçâåäåíèå (÷àñòíîå)
äâóõ ÷èñåë ñ ðàçíûìè çíà-
êàìè åñòü ÷èñëî îòðèöà-
òåëüíîå

24: (–3) � –8;

− = −5 8
5

8
:

Правила раскрытия скобок в числовых выражениях 
и выражениях с переменной

1. Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè 
ñòîèò çíàê «+», òî, ðàñêðû-
âàÿ ñêîáêè, ìîæíî:
à) îïóñòèòü ñêîáêè è çíàê 
«+»; 
á) çàïèñàòü ñëàãàåìûå, ñòî-
ÿùèå â ñêîáêàõ, ñîõðàíèâ
èõ çíàêè;
â) åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå, 
ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, çàïèñà-
íî áåç çíàêà, òî åãî íóæíî 
çàïèñàòü ñî çíàêîì «+»

à) –7,21+(3,5+7,21) �
� –7,21+3,5+7,21 � 3,5;
á) 3,7+(–2,3+5) �
� 3,7–2,3+5 � 6,4;
â) a+(b–2a) � a+b 	 2a �
� b–a;
ã) 3x+(–x+2y) �
� 3x–x+2y � 2x+2y

2. Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè 
ñòîèò çíàê «–», òî, ðàñêðû-
âàÿ ñêîáêè, ìîæíî:
à) îïóñòèòü ñêîáêè è çíàê 
«–»;
á) çàïèñàòü ñëàãàåìûå, ñòî-
ÿùèå â ñêîáêàõ, ïîìåíÿâ
çíàêè âñåõ ñëàãàåìûõ íà
ïðîòèâîïîëîæíûå;
â) åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå, 
ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, çàïèñà-
íî áåç çíàêà, òî åãî íóæíî 
çàïèñàòü ñî çíàêîì «–»

à) –2,5–(5,6+2,5) �
� –2,5–5,6–2,5 � –10,6;
á) –7,8–(–3,2–6,8) �
� –7,8+3,2+6,8 � 2,2; 
â) a–(b–2a) � a–b+2a �
� 3a–b;
ã) 3x–(–x+2y) �
� 3x+x–2y � 4x–2y

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Одночлен

Îäíî÷ëåí — ïðîèçâåäåíèå 
÷èñåë, ïåðåìåííûõ è èõ íà-
òóðàëüíûõ ñòåïåíåé, à òàê-
æå ñàìè ÷èñëà, ïåðåìåííûå
è èõ ñòåïåíè

–3xy2; 8; –ab; 0; y7; 5; –a

Действия с одночленами

Óìíîæåíèå îäíî÷ëåíà
íà îäíî÷ëåí 

12a2b � (–5ab7) � –60a3b8

Äåëåíèå îäíî÷ëåíà
íà îäíî÷ëåí 

12x7y3z : (3xy2z) � 4x6y

Многочлен

Ìíîãî÷ëåí — ñóììà
íåñêîëüêèõ îäíî÷ëåíîâ

2x7–5x+1; 5a+3b

Ïîäîáíûå ÷ëåíû ìíîãî-
÷ëåíà — îäíî÷ëåíû, èìå-
þùèå îäèíàêîâóþ áóêâåí-
íóþ ÷àñòü

3xy+5x2–5xy+7x2+5

Äåéñòâèÿ ñ ìíîãî÷ëåíàìè

Ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ (a2+ab–b2)+(3a2–2ab+b2) �
� 4a2–ab

Âû÷èòàíèå ìíîãî÷ëåíîâ (2a–b)– (–3a+b) �
� 2a–b+3a–b � 5a–2b

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ
÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà

2ab+3b2–2a2+a2–5ab+b2 �
� 4b2–3ab–a2

Óìíîæåíèå îäíî÷ëåíà
íà îäíî÷ëåí:
a(b+c) � ab+ac
×òîáû óìíîæèòü îäíî÷ëåí
íà ìíîãî÷ëåí, íàäî îäíî÷-
ëåí óìíîæèòü íà êàæäûé
÷ëåí ìíîãî÷ëåíà

–2x(3x2–2x+3) �
� –6x3+4x2–6x
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Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà 
íà îäíî÷ëåí:

(a+b –c) :d �
� a :d+b :d–c :d

×òîáû ðàçäåëèòü ìíîãî÷-
ëåí íà îäíî÷ëåí, íàäî 
êàæäûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà 
ðàçäåëèòü íà îäíî÷ëåíð ä ä

(6x4–4x2+6x3–2x) : (2x) �
� 3x3–2x+3x2–1 

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà 
íà ìíîãî÷ëåí:

(a+b)(c+d) �
� ac+ad+bc+dc

×òîáû óìíîæèòü ìíîãî÷ëåí
íà ìíîãî÷ëåí, íàäî êàæäûé 
÷ëåí îäíîãî ìíîãî÷ëåíà óì-
íîæèòü íà êàæäûé ÷ëåí âòî-
ðîãî ìíîãî÷ëåíà è ðåçóëüòà-
òû ïðîèçâåäåíèé ñëîæèòü

(2x–5)(5y+1) �
� 10xy+2x–25y–5

Формулы сокращённого умножения

Êâàäðàò ñóììû (a+b)2 � a2+2ab+b2

Êâàäðàò ðàçíîñòè (a–b)2 � a2–2ab+b2

Êóá ñóììû (a+b)3 � a3+3a2b+3a2b+b3

Êóá ðàçíîñòèó ð ((a–b))3 � a3–3a2b+3ab2–b3

Ñóììà êóáîâ a3+b3 � (a+b)(a2–ab+b2)

Ðàçíîñòü êóáîâ a3–b3 � (a–b)(a2+ab+b2)

Основные приёмы разложения многочлена на множители

-
òåëÿ çà ñêîáêè

15x2y+5xy2–10xy �
� 5xy(3x+y–2)

Ñïîñîá ãðóïïèðîâêè ab+ac–b–c �
� a(b+c)–1(b+c) � (� a–1)(b+c)

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë ñî-
êðàù¸ííîãî óìíîæåíèÿ 

a2+6ab+9b2 � (a+3b)2

a4+4 � a4+4a2+4–4a2 �
� (a2+2)2–(2a)2 �
� (a2–2a+2)(a2+2a+2)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû:
an–1 � (a–1)(an–1+an–2+…+
+a+1)
a2m+1+1 � (a+1) �
� (a2m–a2m–1+…–a+1)
xn–an � (x–a)(xn–1+axn–2+
+a2nn–2+…+an–2x+an–2)

a4–1 � (a–1)(a3+a2+a+1)
x5–1 � (x+1)
(x4–x3+x2–x+1)
x4–a4 � (x–a)
(x3+x2a+xa2+a3)

Преобразование выражений, включающих операцию 
возведения в степень

Ïðîèçâåäåíèå ñòå-
ïåíåé ñ îäèíàêîâû-
ìè îñíîâàíèÿìè 

apaa �aq � apaa +q

apaa +q � apaa �aq

×àñòíîå ñòåïåíåé
ñ îäèíàêîâûì
ïîêàçàòåëåì

apaa :aq � apaa –q

a a q
a

a
p q p qq

p

q=qqqap :

Ñòåïåíü ñòåïåíè (apaa )q � apqaa
apqaa � (apaa )q � (aq)p))

Ñòåïåíü ïðîèçâåäå-
íèÿ è ÷àñòíîãî (ab)p)) � apaa �bpbb ;

a
b

a

b

p p

p

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

apaa �bpbb � (ab)p)) ;
a

b

a
b

p

p

p

= ⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

Сравнение степеней

Îñíîâàíèÿ ðàçëè÷íû Îñíîâàíèÿ îäèíàêîâû 

Åñëè 0 � a � b, òî
ar � br ïðè r � 0, ar � br ïðè
r � 0,
r — ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

Åñëè r � p, òî ar � apaa  ïðè 
a � 1
ar � apaa  ïðè 0 � a � 1,
r, p — ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Преобразование выражений, включающих корни 
натуральной степени 

Êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ
è ïðîèçâåäåíèå êîðíåé

Åñëè a 
 0, b 
 0, òî

ab a bn nab n= a

è a b abn na n=b

Êîðåíü èç ÷àñòíîãî,
÷àñòíîå êîðíåé

Åñëè a 
 0, b � 0, òî

a
b

a

b
n

n

n
�  è

a

b

a
b

n

n
n�

Êîðåíü èç ñòåïåíè 
è ñòåïåíü èç êîðíÿ

Åñëè a � 0, òî 

a an
k

kn( ) , n � N, n 
 2

a amknk mn , a 
 0, n � N,
n 
 2

Êîðåíü ñòåïåíè m
èç êîðíÿ ñòåïåíè n

Åñëè a 
 0, òî 

a anm mn , m 
 2, n 
 2

Тождественные преобразования иррациональных 
выражений

èç-ïîä çíàêà êîðíÿ 
a a an mn n man+ ⋅a

a a a ann mn mn⋅a ,

n � N, n 
 2, a 
 0

Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ
ïîä çíàê êîðíÿ

a b a b a bn nn n nn= a = ,

a 
 0, b 
 0, n � N, n 
 2

Ïðèâåäåíèå ïîäêîðåííîãî
âûðàæåíèÿ ê öåëîìó âèäó
(èððàöèîíàëüíîñòü
â çíàìåíàòåëå) 

a

b

ab

b bk
n

n k

k nb k
n= =n

−

ab

b b
ab

n k

n
n n k= = 1

,

a 
 0, b � 0
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Äåéñòâèÿ ñ êîðíÿìè
ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé

à) 2 2 23 62222 =

2 2 2 2 23 226 66= 2 ⋅ 2 = ;

á) 18 16 8 63 26 36: :6 18 =618

3 2

2 3

3

2

4 22
3 33

6 6 ;= =

â) 4 7 23 8 78 74⋅7 − =8 7

24= ( )4 7 ⋅ ( )− =4 ( )
= ( )+ + ( ) =) ( −4

= ( )+ ( )− =4

= − =529 4484

� �81 34

Ôîðìóëà äâîéíîãî
ðàäèêàëà a b

a a b=b
+ −a ±

2 b
2

a a b± − a2a a
2

Соотношения между тригонометрическими функциями
одного аргумента 

Ôîðìóëû Ïðèìåðû

sin2 �+cos2 � � 1

tg
sin

cos
α α

α
=

ctg
cos

sin
α α

α
=

tg��ctg� � 1

1
12
2

+ =2tg
cos

α
α

1
12
2

+ =2ctg
sin

α
α

Óïðîùåíèå âûðàæåíèé
tg

sin

sin

ctg

α
α

α
α

− =

tg ctg sin si

sin ctg

α ctg α αsin

α αctg
= =

= −

⋅
= =1 2 2sin

sin
cos

sin

cos

cos
cos

α

α α
α

α
α

α

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ôîðìóëû Ïðèìåðû

Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà

(sin cos )

ctg si cos
tg .

α cos

αsin α
α+ −s )cos =

2
21

2

Äîêàçàòåëüñòâî:

(sin cos )

ctg si cos

α cos

αsin α
+ −s )cos =

2 1

sin si cos cos
cos

sin

αs αcos
α= +i cosαsin α −2 22sin α2sin 1

αα
α α−

=
sin cα os

= − =1 2+ 1
2

sin cos

cos si cos

sin

αcos

α α2s− in α
α

= ⋅
−

2

1 21

sin cos sin

cos ( sin

α αcos α
αα)

=

= =2
2

2

2
2cos si

cos cos
tg

α α2s⋅ in

α α2c⋅ os
α

Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ

sin( )α β)β
sin cos cosα αcos α βsin±

cos( )α β)β
cos sinα βcos α βsin�

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé âûðàæåíèé 
cos cos( )105° =)

cos cos60 45= ° °cos45 −

− ° °sin s° in60 45 = 2 6−
4

.

Óïðîùåíèå âûðàæåíèé
cos(�+�)+cos(�–�) �
� cos� cos�–sin� sin�+
+cos� cos�+sin� sin� �
� 2 cos� cos�

Ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà

sin2� � 2 sin� cos�
cos2� � cos2 �–sin2 �

tg
tg

tg
2

2

1 2
α α

α
=

−

Íàõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé äâîéíîãî óãëà
sin� � –0,6; 180� < � < 270�;
sin2� — ?

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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2� � 2 sin� cos�;

cos sα αs1 i αsin =αsin2

, , , ,− = −1= − 0 3, 6 0= − 64 0 8,

ò. å. cos� < 0, ò. ê.
180� < � < 270�.
sin2� � 2� �(–0,6)�(–0,8) �0,96.
Óïðîùåíèå âûðàæåíèé
à) 2 cos2 �–cos2� �
� 2 cos2 �–(cos2 �–sin2 �) �
� 2 cos2 �–cos2 �+sin2 � �
� cos2 �+sin2 � � 1;

á) 
1

1

1

1−
−

+
=

tg tgα α1 + tg

1= =tg ( t1 g )

( t1 g ))( t1 +1 g )

α ( t1 − g

)( t1 +1 g

= +
−

=1 1+ −
1 2

tg tg

tg

α α+1− tg

α

=
−

=2

1
2

21

tg

tg
tg

α
α

α

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ 

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðà-
æåíèé âèäà:

sin ;
π αn
2

±⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ cos ;

π αn
2

±⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

tg ;
π αn
2

±⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

ctg ,
πn
2

±⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

n � Z
èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëà:
à) ïåðåä ïðèâåä¸ííîé ôóíê-
öèåé ñòàâèòñÿ çíàê èñõîä-
íîé ôóíêöèè â ýòîé ÷åò-
âåðòè;

Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé âû-
ðàæåíèé

à) sin sin s
8

3
2

2

3

π π π+2= sin π⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = s

sin
2

3

π
i

2= =sin

= ⎛
⎝⎝⎝
⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞
⎠⎠ =si s−⎛

⎝n
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = in ;π π π⎞⎞⎞

i
3 3⎠⎠⎠

3

2

á) tg tg
5

6 6
g

π π π= −tg π⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

tg ;
6

1

3

π
t= − = −

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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á) ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ íà
êîôóíêöèþ, åñëè n — ÷¸ò-
íîå; ìåíÿåòñÿ, åñëè n —
íå÷¸òíîå (êîôóíêöèÿìè
sin�, cos�, tg� è ctg� ÿâëÿ-
þòñÿ cos�, sin�, ctg� è tg�
ñîîòâåòñòâåííî)

â) cos225� � cos(180�+45�)

� –cos45� � � 2

2
;

ã) ctg330� � ctg(270�+60�)

� –tg60� � 	 3

Óïðîùåíèå âûðàæåíèé

ctg tg( ) si

cos( )

π πtg( α π α

π α
2

3

2
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ +tg(πtg( −sin

⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

+
=

= −
−

= =tg tg cos

cos

cos

cos

α α− tg α
α

α
α

1

Сумма и разность тригонометрических функций

sin α βsi =βsin

sin cos
α β α β= β α

2
2 2

cos α βcos =βcos

cos cos
α β α β= β α

2
2 2

sin α βsin =βsin

sin cos
α β α β= β α

2
2 2

cos α βcos =βcos

sin sin
α β α β= − i

β α
2

2 2

Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû
â ïðîèçâåäåíèå

cos cos40 10° + ° =

cos cos2
40 10

2

40 10

2
= ° + ° °40 − °10 =

� 2 cos25� cos15�.
Óïðîùåíèå âûðàæåíèé

sin

cos

α βsin

α βcos
=

sin cos

cos cos

α β α β

α β α β=

β α

β α =
2

2 2

2
2 2

tg
α β=

2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Дополнительные тригонометрические формулы

sin3� � 3 sin�–4 sin3 �
cos3� � 4 cos3 �–3 cos�

tg
tg tg

tg
3

3

1 3

3

2
α α αtg3

α
=

sin2 �–sin2 � � sin(�+�) sin(�–�)
cos2 �–cos2 � � sin(�+�) sin(�–�)

sin2 �–cos2 � � –cos(�+�) cos(�–�)

sin cos sinα αcos α π+ =αcos +⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

2
4

sin cos sinα αcos α π=αcos −⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

2
4

sin si cn osα βcos
π α β π

cos
α β=βcos + −⎛

⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎠⎠ −⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

2
4 2 4 2

Преобразование выражений, включающих операцию 
логарифмирования 

è ñóììà ëîãàðèôìîâ 
loga(xy) � logax+logay
logax+logay � loga(xy)
x � 0, y > 0, a > 0, a 
 1

Ëîãàðèôì ÷àñòíîãî
è ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ

log log l ga alog a
x
y

x ylogalog x

log l g loga a aylogalog
x
y

=ylog

x � 0, y � 0, a � 0, a 
 1

Ëîãàðèôì ñòåïåíè
è ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà 
è ëîãàðèôìà 

logax
n � n logax

log log ,a alog
k

x
1

x > 0, a > 0,

a 
 1, k 
 0

log loga
n

an
x

1

log log ,
a ak

x
1

x > 0, a > 0, 

a 
 1, k 
 0
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Ôîðìóëà ïåðåõîäà
ê íîâîìó îñíîâàíèþ log

log

log
,a

b

b

x
x
a

� a � 0, a 
 1,

b � 0, b 
 1, x � 0

log
loga

b

b
a

� 1

Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷å-
ñêîå òîæäåñòâî 

a bblog

a � 0, a 
 1, b � 0

Логарифмирование и потенцирование

Íàõîæäåíèå ëîãàðèôìîâ
÷èñåë èëè âûðàæåíèé
íàçûâàåòñÿ
ëîãàðèôìèðîâàíèåì

x
x y

b
�

3

2

7

3
, x � 0, y � 0,

b � 0, a � 0, a 
 1

log loga alog
x y

b
=log

3

2

7

3

log l l ga alog ax yloga= logalog +x −7

−(log l g ) l ga ag a ++2 + log ) log+ log =) log3

+ −l logalog axlogalog++ y
1

2
	 log loga alog b	

Íàõîæäåíèå ÷èñåë èëè
âûðàæåíèé ïî äàííûì
ëîãàðèôìàì íàçûâàåòñÿ
ïîòåíöèðîâàíèåì

lg lg lg lg ;x = lg +5 3− 2
1

2
9

lg lg lg lg ;x = lg +5 2lg− 93

lg lg ;x = 5 9⋅
23

lg lg ;x � 15

8
x � 15

8

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Модуль (абсолютная величина) числа и его свойства

a
a a
a a=

>
− <a a

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

,
,
,

åñë
åñë
åñë

0
0

0 0a =, åñëè

|3,7| � 3,7; − =2

3

2

3
;  |0| � 0

xB A

b a

x
BA

ba

Åñëè òî÷êà A èìååò íà ÷èñëîâîé 
ïðÿìîé êîîðäèíàòó a, òî ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷êè A äî òî÷êè O ðàâíî
|a|, ò. å. AO � |a|.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(a)
è B(b) íà ïðÿìîé ðàâíî |a–b|

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ

|a| 
 0 
|–a| � |a| 
a � |a|
|a+b| � |a|+ |b|
|a+b| 
 |a| – |b|
|a–b| 
 ||a| – |b||
|a–b| � |a|+ |b|

a
b

a
b

= , 0b ≠b

|ab| � |a| � |b| 
|an| � |a|n, n � N
|a|2 � a2

|a|2k � a2k

|a
1
+a

2
+…+an| � |a

1
|+ |a

2
|+…+|an|

Ïî îïðåäåëåíèþ
ìîäóëÿ 

x x x
x x

= ≥
− <x x{ ,

,
åñë
åñë

0
0

a a a− = ≥
− <{2

2 2a −a 0
2a − 0

,
( )aa 2 , ,a <a 0

åñë

ò. å. a a a
a a

− = − +a{2
2 2≥a
2 2a <
,
,
åñë
åñë
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УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

2.1. Уравнения

Óðàâíåíèå — ðàâåíñòâî,
ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ

3x � 0; x2+3 � 8; x(x–2) � 7

Êîðåíü óðàâíåíèÿ
(ðåøåíèå) — çíà÷åíèå 
ïåðåìåííîé,
ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî
â óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ
âåðíîå ðàâåíñòâî

x3+x � 0 — îäèí êîðåíü: 
x � 0;
(x–1)(x+2) � 0 — äâà êîð-
íÿ: x � 1 è x � –2;

sinx � 1

2
— áåñ÷èñëåííîå 

ìíîæåñòâî êîðíåé;
x2+x+1 � 0 — íåò êîðíåé;
x2+2x+1 � (x+1)2 — áåñ-
÷èñëåííîå ìíîæåñòâî êîð-
íåé, x � R 

Ðåøèòü óðàâíåíèå — ýòî
çíà÷èò íàéòè âñå åãî êîðíè
èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò

2x–7 � 3; x � 5 
2x–1 � 2x; êîðíåé íåò

Ðàâíîñèëüíûå óðàâíå-
íèÿ — óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå èìåþò îäíè è òå
æå êîðíè èëè íå èìåþò
êîðíåé

x–3 � 6 è
x
x

2 81

9
0

+
+

=

Свойства уравнений 

Åñëè èç îäíîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ïåðåíåñòè ñëàãàå-
ìûå â äðóãóþ ÷àñòü è ïðè
ýòîì èçìåíèòü çíàê ñëàãàå-
ìûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, 
ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíî-
ñèëüíîå äàííîìó 

–2(2x–3)+3 � 17;
–4x+6+3 � 17;
–4x � 17–6–3;
–4x � 8; 
x � 8 : (–4);
x � –2

2
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Ïðè äåëåíèè (óìíîæåíèè) 
îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà 
îäíî è òî æå ÷èñëî, íåðàâ-
íîå íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó

12õ � 24;
12õ :12 � 24:12
õ � 562

Линейные уравнения ax � b (приводимые к виду ax � b) 

a 
 0 a � b � 0 a � 0, b 
 0

îäèí êîðåíü

x
b
a

�

áåñ÷èñëåííîå 
ìíîæåñòâî êîðíåé

x � R

êîðíåé íåò 

2x � –7; 

x = − 7

2
;

x � –3,5

0 �x � 0;
x � R 

0 �x � 7;
êîðíåé íåò 

Квадратные уравнения 

— 
ýòî óðàâíåíèå âèäà
ax2+bx+c � 0, a 
 0,
ãäå x — ïåðåìåííàÿ,
a, b, c — íåêîòîðûå ÷èñëà

2x2+5x–4 � 0 
a � 2 — ïåðâûé êîýôôèöè-
åíò;
b � 5 — âòîðîé êîýôôèöè-
åíò;
c � –4 — ñâîáîäíûé ÷ëåí 

Åñëè a � 1, òî óðàâíåíèå
x2+bx+c � 0
íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¸ííûì

x2–6c+8 � 0

Åñëè â óðàâíåíèè b � 0
è (èëè) c � 0, òî óðàâíåíèå
íàçûâàþò íåïîëíûì.

ax2+bx � 0; ax2+c � 0;
ax2 � 0

2x2+3x � 0; x2–4 � 0;
–5x2 � 0

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Решение неполных квадратных уравнений

Âèäû óðàâíåíèé Ïðèìåðû

c � 0

ax2+bx � 0
x(ax+b) � 0

x
1
� 0; x

b
a2 = −

2x2–7x � 0
x(2x–7) � 0
x � 0 èëè 2x–7 � 0
x

1
� 0 x

2
� 3,5

b � 0

ax2+c � 0
ax2 � –c:
à) c > 0, êîðíåé íåò;

á) c < 0, x
c
a1 2, = ± −

à) 3x2–9 � 0
3x2 � 9
x2 � 3

x1 3� ;

x2 3= −

á) x2+16 � 0
x2 � –16
êîðíåé íåò

b � 0, c � 0

ax2 � 0
x � 0

7x2 � 0
x2 � 0
x � 0

Решение квадратного уравнения ax2xx +bx+c � 0 по формуле

D � b2–4ac Êîðíè óðàâíåíèÿ

D � 0 
x

b D
a1 2 2, = −b

D � 0 
x

b
a1 2 2, = −

D � 0 êîðíåé íåò

x
b b ac

a1 2

2 4

2, = −b −
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Частные формулы для решения квадратных уравнений

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
ñ ÷¸òíûì
âòîðûì êîýôôèöèåíòîì 

ax2 + 2kx + c � 0 (b � 2k)

x
k k ac

a1 2

2

, = − ± −

Ïðèâåä¸ííîå êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå ñ ÷¸òíûì 
âòîðûì êîýôôèöèåíòîì 

x2 + 2kx + c � 0 (a � 1, b � 2k)

x k k c1 2
2

, = − ± −

Квадратный трёхчлен 

 —
ýòî ìíîãî÷ëåí âòîðîé
ñòåïåíè

ax2 + bc + c (a 
 0)

Êîðåíü êâàäðàòíîãî òð¸õ-
÷ëåíà ax2 +bx + c

÷èñëî x
0
, äëÿ êîòîðîãî

ax bx c0
2

0 0+ + =

Êîðíè êâàäðàòíîãî òð¸õ-
÷ëåíà ax2 +bx + c x

b b ac
a1 2

2 4

2, = − ± −

Åñëè x
1
 è x

2
 — êîðíè êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà ax2 + bx + c, òî

x x
b
a1 2+ = − ; x x

c
a1 2⋅ =

x
1
 è x

2
 — êîðíè êâàäðàòíîãî ïðèâåä¸ííîãî òð¸õ÷ëåíà 

x2 + bx+ c, òî x
1
 + x

2
� –b; x

1
�x

2
� c

Разложение квадратного трёхчлена на множители

Åñëè x
1
è x

2
 — êîðíè

êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà
ax2 +bx + c, òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ax2 + bx + c �
� a(x –x

1
)(x –x

2
)

2x2–x – 3 èìååò êîðíè
x

1
� 1,5 è x

2
� –1, òîãäà

2x2 – x – 3 �
� 2(x – 1,5)(x + 1) �
� (2x – 3)(x + 1)

Òåîðåìà Âèåòà
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Уравнения, сводящиеся к квадратным 

Ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ —
óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû 

ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè

Öåëûå — ëåâàÿ è ïðàâàÿ 
÷àñòè — öåëûå âûðàæå-
íèÿ.

3(x– 1) � x + 3;
1

3

2

2
x

x= -

 — óðàâíåíèÿ,
ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà
÷àñòü — äðîáíîå âûðàæå-
íèå. 

2 1
4

x
x
+ =  èëè 

x
x x-

=
+1

3

1

Дробно-рациональные уравнения 

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ Ïðèìåð

1. Íàéòè îáùèé çíàìå-
íàòåëü äðîáåé, âõîäÿùèõ
â óðàâíåíèå.
2. Óìíîæèòü îáå ÷àñòè 
óðàâíåíèÿ íà îáùèé çíà-
ìåíàòåëü.
3. Ðåøèòü ïîëó÷åííîå
öåëîå óðàâíåíèå.
4. Èñêëþ÷èòü èç åãî êîð-
íåé òå, êîòîðûå îáðàùà-
þò çíàìåíàòåëü â íóëü 

x
x x x x

−
−

+ = −
−

2

3

1 3

3( )

Ðåøåíèå. 
Îáùèé çíàìåíàòåëü x(x – 3).
Óìíîæèì íà íåãî îáå ÷àñòè 
(x 
 0 è x 
 3):
( ) ( ) ( )x x x

x
x x

x
− ⋅ −

−
+ ⋅ − =2 3

3

1 3

( )

( )
;

x x
x x

= − −
−

3 3

3

(x – 2)x + x – 3 � –3; 
x2 – x � 0;
x

1
� 0; x

2
� 1;

íî x 
 0.
Îòâåò: 1 
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Целые уравнения высших степеней, 
сводящиеся к квадратным 

Ìåòîä ðåøåíèÿ Ïðèìåð

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà 
ìíîæèòåëè

x3–x2–9x+9 � 0; 
x2(x–1)–9(x–1) � 0;
(x–1)(x2–9) � 0;
(x–1)(x–3)(x+3) � 0;
x

1
� 1; x

2
� 3; x

3
� –3

Çàìåíà ïåðåìåííîé Áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå: 
x2+5x2–36 � 0.
Ñäåëàåì çàìåíó: x2 � t.
t2+5t–36 � 0;
t
1
� 4; x2 � 4; x

1,2
� �2;

t
2

� –9; x2 � –9; óðàâíåíèå 
êîðíåé íå èìååò.
Îòâåò: –2; 2

Иррациональные уравнения 

Óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïåðå-
ìåííàÿ íàõîäèòñÿ ïîä çíà-
êîì êîðíÿ, íàçûâàåòñÿ èð-
ðàöèîíàëüíûì

x + 3 4= ; x x3 2= +x

Особенности решения иррациональных уравнений 

1. Ó óðàâíåíèÿ êîðíè ÷¸òíîé ñòåïåíè — àðèôìåòè÷åñêèå, 
ïîýòîìó çíà÷åíèå êîðíÿ è ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðè-
öàòåëüíû.
2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà÷èíàþò ñ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (èëè îáëàñòü äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé) — ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë x, ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ñìûñë âñå âûðà-
æåíèÿ, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå)
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Основные методы решения иррациональных уравнений 

÷àñòåé óðàâíåíèÿ
â ñòåïåíü

9 3
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:
9–x 
 0, x � 9.

2
2( )9 ( )3 ;  9–x �

� x2+6x+9; x(x+7) � 0; x
1
� 0;

x
2
� –7.

Ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî x � –7 —
ïîñòîðîííèé êîðåíü.
Îòâåò: 0

«Èçîëÿöèÿ» êîðíÿ x x+ =x2 3+ 3;

ÎÄÇ:
x +{ 2 0≥
3 0x− ≥x

,
;

x � [–2; 3].

x + 2 3 3 ;x

x +( ) ( )x2) ((2 2
;

x x+ +2 9 6 36 3 3 ;x−

5 3 3 x3 3 − ;

25–10x+x2 � 9(3–x); x2–x–2 � 0;
x

1
�–1; x

2
� 2.

Ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî îáà êîðíÿ
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: –1; 2

Óðàâíåíèå âèäà

f x gn mf( )x)x ( )x�  âîç-

âîäÿò â ñòåïåíü,
k — íàèìåíüøåå îá-
ùåå êðàòíîå ÷èñåë
m è n

x x1 1x +3 ;  ÎÄÇ: x 
 1.

Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
â øåñòóþ ñòåïåíü: 

xx( ) (( )11) +x(6
3

6
;  (x–1)3 �

= (x+3)2;
x3–4x2–3x–10 � 0.
Ïîäáîðîì íàõîäèì x � 5.
(x–5)(x2+x+2) � 0; x2+x+2 � 0 — 
êîðíåé íå èìååò.
Ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî x � 5 — 
êîðåíü óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: 5



532.1. Уравненияр

Тригонометрические уравнения 

Обратные тригонометрические функции

Îïðåäåëåíèå Ñâîéñòâà

Àðêñèíóñîì ÷èñëà a íàçû-
âàåòñÿ óãîë (÷èñëî) èç ïðî-

ìåæóòêà −⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎥
⎤⎤
⎦⎦

π π
2 2

; ,
⎦⎥⎦⎦2

ñèíóñ êîòîðîãî ðàâåí a.

arcsina � � � ϕ π π

ϕ

∈ −⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎥
⎤⎤
⎦⎦

=

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

2 2
;

sin a
                         |a| � 1

arcsin(–a) � –arcsina;
sin(arcsina) � a;
arcsin(sin�) � �, åñëè 

ϕ π π∈ −⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎥
⎤⎤
⎦⎦2 2

;

Àðêêîñèíóñîì ÷èñëà a íà-
çûâàåòñÿ óãîë (÷èñëî) èç
ïðîìåæóòêà [0; �], êîñè-
íóñ êîòîðîãî ðàâåí a.

arccosa � � � ϕ π
ϕ

∈
={ [ ]

cos
0

a
                      |a| � 1

arccos(–a) � �–arccosa;
cos(arccosa) � a;
arccos(cos�) � �, åñëè 
� � [0; �]

Àðêòàíãåíñîì ÷èñëà a íà-
çûâàåòñÿ óãîë (÷èñëî) èç

ïðîìåæóòêà −⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠⎠⎠
⎞⎞π π

2 2
; ,

⎞
⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

2
òàíãåíñ êîòîðîãî ðàâåí a.

arctga�� � ϕ π π

ϕ

∈ −⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

=

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

2 2
;

tg a

arctg(–a) � –arctga;
tg(arcctga) � a;
arctg(tg�) � �, åñëè 

ϕ π π∈ −⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠2 2

;

Àðêêîòàíãåíñîì ÷èñëà a
íàçûâàåòñÿ óãîë (÷èñëî)
èç ïðîìåæóòêà (0; �), êî-
òàíãåíñ êîòîðîãî ðàâåí a.

arcctga � � � ϕ π
ϕ

∈
={ ( )

ctg a

arcctg(–a) � �–arcctga;
ctg(arcctga) � a;
arcctg(ctg�) � �,
åñëè � � (0; �)
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arcsin a ccosa aa ccos+ =aarccos
π
2

arctg arctg aa ctg+ =tg aarctg
π
2

Простейшие тригонометрические уравнения

sinx � a

|a| � 1 — êîðíåé íåò;
|a| � 1;
x � (–1)n arcsina+�n,
n � Z; 

sinx � 0

x � �k, k � Z; 

sinx � 1

x k ∈π
2

2 ,kπ ;Ζ

sinx � –1

x k ∈k
π
2

2 ,kkπ Ζ

à) sin ;x 3  êîðíåé íåò, ò. ê.

3 1;

á) sin ;x
1

2

x nn + ∈n n( ) , ;n ∈n
6

π π Z

â) sin ;x
1

2

x nn + ∈n n+( ) , ;n ∈n
6

1 π π Z

ã) sin ;x
1

3

x nn + ∈n n( ) a csi , ;n ∈n
1

3
π Z

ä) sin ;3
6

1

7
x

⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

π

3
6

1

7
1x nn +11n+π π( )111 a csi ;

3
1

7 6
nn + +( )11 a csi ;

π π

x
nn= + +( )− arcsin ,

1

3

1

7 18 3

π π

n ∈Z

cosx � a

|a| > 1 — êîðíåé íåò; 
|a| � 1;
x � �arccosa+2�n,
n � Z;

à) cosx � –15; êîðíåé íåò, ò. ê.
|–15| � 1;

á) cos ;x
1

2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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x � 0 

x k k ∈π π
2

, ;k ∈Z

cosx � 1 

x � 2�k, k � Z; 

cosx � –1 

x � �+2�k, k � Z

x n± + ∈n
π
3

2 ,nnπ ;Z

â) cos ;x
1

2

x n± ∈n+ n
2

3
2

π π , ;n ∈n Z

ã) cos ;x
2

3

x n± + ∈n na ccos , ;n ∈n
2

3
2π Z

ä) cos ;x
2

3

x n± ⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎠⎠
⎞⎞ +π ⎞⎞⎞ +a cco ,ns ⎠⎠⎠ π⎠⎠⎠ ;

2

3
2 Z∈n nn

å) cos ;
x
3

1
x

n
3

2= π2 ;

x � 6�n, n � Z

tgx � a

x � arctga+�k, k � Z

à) tgx � 3; x � arctg3+�n, n � Z; 
á) tgx � –4; x � –arctg4+�n,
n � Z; 

â) tg ;
x
4

1� x
n

4 4
= +π π ;

x � �+4�n, n � Z

ctgx � a

x � arcctga+�k, k � Z
à) ctg ;

1

3
x k k ∈π π

3
, ;k ∈Z

á) ctgx � –3; x � �–arcctg3+�k,
k � Z; 

â) ctgx � –1; x k k
3

4

π π , Zk ∈

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Основные методы решения
тригонометрических уравнений 

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìûå ê óðàâíåíè-
ÿì îò îäíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé, ðåøàþòñÿ (êàê ïðàâèëî) ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè

sin2 x+4 cosx � 2,75;
1–cos2 x+4 cos2 x �
= 2,75; cosx � t, |t| � 1;
t2–4t+1,75 � 0;

t � 1

2
;

t = >7

2
1;

x n± ∈n+π
3

2 ,n2 nπ Z

t2–4t+1,75 � 0 — 
ðåøåíèé íåò

tgx+3 ctgx � 4; tg
tg

;x
x

+ =3
4

tgx � t; t2–4g+3 � 0; t � 1,
t � 3;

x n

x k

+⎡

⎣
⎢
⎡⎡

⎢
⎣⎣
⎢⎢

π π
4

3

,

a ctg ,kπ3
n, k � Z

Îäíîðîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ñâîäÿùèåñÿ ê íèì

2 sinx cosx–cos2 x � 0;
cosx(2 sinx–cosx) � 0; 
cosx � 0 �

x n n+ ∈π π
2

, ;n ∈Z

2sinx–cosx � 0.
Êîðíè óðàâíåíèÿ
cosx � 0 íå óäîâëåòâî-
ðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ.
Äåëèì íà cosx 
 0.

2 tgx–1 � 0; tg ;x � 1

2

x n+ ∈a cttg ,n+1

2
Z

5
1

2
2 22 21

2 2sin s2 cos ;22xs x2x22sin

5
1

2
2 21

2 2sin s2 cos cosx2s22 x22c22 os =xc2 os

� 2(sin2 x+cos2 x); 3 sin2 x+sinx
cosx–4 cos2 x � 0.
cosx 
 0. Äåëèì íà cos2 x.
3tg2 x+tgx–4 � 0; tgx � 1 

è tg ;x = − 4

3

x n

x k

+⎡

⎣

⎢
⎡⎡

⎢
⎢⎢

⎢
⎣⎣

⎢⎢

π π
4

4

3

,

a ctg ,kπ
3

n, k � Z

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

2

2
2 2 2 2sin c2 os sin ;x2 c2 os x2 −

2 2 2 2 0sin cos cos si ;xcos x2 s2 + =2 2 i x2 2 s2 2 in
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cos s n ;xsx 2 1i xsin 2 1 2 0sinx(( ) −1− 2 (( )
2 0sin (1 cos )2 ;(1 cos( ) 2

2 1 0si x =1    èëè cosx+2 � 0 

sin x �
1

2
cosx � –2

x n nn + ∈n n( ) ,
4

π π Z êîðíåé íåò 

Показательные уравнения

Óðàâíåíèÿ âèäà af(x) � b, af(x) � ag(x) (ãäå a � 0, a 
 1, b � 0)
íàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèìè ïîêàçàòåëüíûìè

af(x) � ag(x), a � 0, a 
 1

f(x) � g(x)

à) 32x+4 � 9 
32x+4 � 32

2x+4 � 2 
x �–1

á) 2x+3 � –4
êîðíåé íåò, 
ò. ê. –4 � 0

ax � b, a � 0, a 
 1, b � 0 

x � logab

3x � 9 
x � 2

2x � 7 
x � log

2
7

2x � –5, êîðíåé íåò

Основные методы решения показательных уравнений

Ñâåäåíèå îáåèõ 
÷àñòåé óðàâíåíèÿ 
ê îäíîìó îñíîâà-
íèþ

2 4
2

16
3 x4x 3

x=4 ; 2 2 2 23 22
1

2 4x x3 22 x−22x22 =2 ;

2 23 2
1

2
4x x2 x33 −

; 3 3
1

2
4x3 43 ;

x � 1

2

Âûíåñåíèå çà ñêîá-
êè îáùåãî ìíîæè-
òåëÿ

5x–2 �5x–2 � 23; 5x–2(52–2) � 23;
5x–2 �23 � 23; 5x–2 � 1; 5x–2 � 50;
x–2 � 0; x � 2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Çàìåíà ïåðåìåííîé 4x+1–3�2x–10 � 0; 4� �4x–3�2x–10 �
� 0; 2x � t, t � 0; 4x � 22x � t2;

4t2–3t–10 � 0; t � 2 è t = − 5

4
—

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ t � 0;
2x � 2; x � 1

Îäíîðîäíûå
óðàâíåíèÿ
è ñâîäÿùèåñÿ
ê íèì

4x+3 �6x–4 �9x � 0;
22x+3 �2x �3x–4 �32x � 0. Äåëèì îáå
÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 32x 
 0.

2

3
3

2

3
4 0

2
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ + ⋅3

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ − 4

x x
2⎛ ⎞

;
2

3

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

x

t,

t � 0; t2+3t–4 � 0; t
1
� 1, t

2
� –4; 

2

3
1

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

x

; x � 0;
2

3
4

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = −

x

;  êîðíåé

íåò

Логарифмические уравнения

Ëîãàðèôìè÷åñêèìè íàçû-
âàþòñÿ óðàâíåíèÿ, ñîäåð-
æàùèå ïåðåìåííóþ ïîä 
çíàêîì ëîãàðèôìà

log
2
(2x–3) � 1;

log
5
x2 � log

5
(x+7);

lgx � 3

Основные виды логарифмических уравнений
и методы их решения

loga f(x) � b �

f x a
a
a

b( )x ,
,
=

>
≠

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

0
1

log
2
(x–3) � 4; x

x
−
−

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ 3 2=

3 0>

4,
;

x � 19

logf(x)
g(x) � b �

f x g
f x
f x
g

b( )x ( )x ,
( )x ,
( )x ,
( )x

=
>
≠
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩
⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

0
1
0

logx(2x2–3x–4) � 2; 

2 3 4
0
1

2 23 4x33 x
x
x

−x3 =
>
≠

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

,
, �

x
x

x
x

=
= −

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

>
≠

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩
⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

4
1

0
1

,
,

, �

x � 4

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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loga f(x) � logag(x) �
f x g
f x
( )x ( )x ,
( )x

=
>{ 0

èëè

f x g
g
( )x ( )x ,
( )x

=
>{ 0

log
3
(x2–4x–5) � log

3
(7–3x) �

x x
x

2 4 5x 7 3
7 3 0

x = 7
>x3

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ,

;

x x

x

2 12 0
7

3

−x =

<

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

,

;

x
x

x

=
= −

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

<

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩
⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

4
3

7

3

,
, � x � –3

logf(x)
g(x) � logf(x)

h(x)

�

g h
g
f x
f x

( )x ( )x ,
( )x ,
( )x ,
( )x

=
>
>
≠

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

0
0
1

èëè 

g h
h
f x
f x

( )x ( )x ,
( )x ,
( )x ,
( )x

=
>
>
≠

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

0
0
1

logx(3x–1) � logx(2x+5);

3 1 2 5
0
1

3 1 0

1 2
x
x

1
>
≠

>1

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

,
,
,

;

x
x
x

x

=
>
≠

>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎪
⎨⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎨⎨

⎪⎩⎩
⎪⎪

6
0
1
1

3

,
,
,

;

x � 6

loga f(x)+logag(x) �
� logah(x) �

f x g h
f x
g
h

( )x ( )x( )x ( )x ,
( )x ,
( )x ,
( )x

⋅ =g )x
>
>
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

0
0
0

lg(x–9)+lg(2x–1) � 2; 
lg(x–9)(2x–1) � lg100;

( )( ) ,
,
;

x
x

=
−

>

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

)()()()()( 100
9 0>

2 1x − 0

2 19 9 100
0
1

2

2x 9
x

x

1919 =
>

>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩
⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

,
,

;

x
x

x

=
= −

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧
⎪
⎨⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎨⎨

⎪⎩⎩
⎪⎪

13
3 5

1

2

,
, ,5

;

x � 13�

loga f(x)– logag(x) �
� logah(x) �

log
( )

( )
log ( ),

( ) ,
( ) ,
( )

a a( )
log

f x(
g((

x(

f x(
g(
h(

=

>
>
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎪
⎨⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎨⎨

⎪⎩⎩
⎪⎪

0
0
0

log
2
(x+1) � log

2
27–log

2
(x+3);

log ( ) log ;2 2( ) log1
27

3
x

x
+ ))1

+

x
x

x
x

+ =
+

+
+

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

1
27

3
1 0>
3 0>

,

,
;

x
x

2 4 5x 0
1

+ 4x =
> −

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ,

;

x
x

x

=
= −

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

> −

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

1
5

1

,
,

;
x � 1

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû



60 Раздел 2. Уравнения и неравенства р р

n loga f(x) �
� logah(x) �

log ( ( )) log ( ),
( ) ,
( )

a
n

af x( h(
f x(
h(

>
>

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

0
0

lg( ) lg( ) lg ;) lg() =)
1

2
2

2lg(x–2)–lg(3x–6) � 2 lg2;

lg
( )

lg ;=
3 6x −

4
2 ( )

,

;x

=

>

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

3 6x −
4

2

2

x x
x

2 16 28 0
2

− +x16 =
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ,

;

x
x

x

=
=

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

>

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

2
14

2

,
,

;
x � 14

Ëîãàðèôìèðîâàíèå 
îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ 

x xlg ;− =2 1000 lg lg ;lgx x− =2 1000

(lgx–2) lgx � 3; lgx � t; t2–2t–3 � 0; 
t � –1 è t � 3; lgx � –1, x � 0,1
è lgx � 3,
x � 1000

Равносильность уравнений и их систем 

Äâà óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ 
ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè 
èìåþò îäíè è òå æå êîðíè

x
2

4�  è 2x–16 � 0

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå ïåðåõîäèò 
â ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå:

& ïåðåíîñ ñëàãàåìûõ èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðó-
ãóþ (ïðè ýòîì çíàê ñëàãàåìîãî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé);

& ïðèáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ îäíîãî è òîãî
æå ÷èñëà èëè ôóíêöèè;

& óìíîæåíèå èëè äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà
îäíî è òî æå ÷èñëî èëè ôóíêöèþ, íå ðàâíûå íóëþ 

Простейшие системы уравнений с двумя неизвестными 

Îïðåäåëåíèå Ïðèìåð

Ñèñòåìîé óðàâíåíèé íàçûâà-
þò äâà èëè íåñêîëüêî óðàâ-
íåíèé, â êîòîðûõ íåîáõîäè-
ìî íàéòè âñå îáùèå ðåøåíèÿ

2 3 5

12

x y3

x y2

=y3

+ =y
⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

,

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Îïðåäåëåíèå Ïðèìåð

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè âñå
óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñè-
ñòåìó, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè: 

a x b y c
a x b y c

1 1x b 1

2 2x b 2

+ =b ybb
+ =b yb

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

,
.

Ðåøåíèÿìè òàêîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 
÷èñåë (x; y) 

Ïàðà ÷èñåë (3; –1) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

2 3 9
3 2 7
x y3
x y2

=y3
=2y2{ ,

Ðåøèòü ñèñòåìó — çíà÷èò íàéòè âñå å¸ ðåøåíèÿ èëè äîêà-
çàòü, ÷òî èõ íåò

Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò
îäèíàêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èëè îáå íåñîâìåñòíû

Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû 
äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè 

â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ:

a x b y c
a x b y c

1 1x b 1

2 2x b 2

+ =b ybb
+ =b yb

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

,

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Åñëè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1bb

2b
1

2

= ≠1 ,  ñèñòåìà

ðåøåíèé íå èìååò

1) a
1
x+b

1
y � c

1
;

2) a
2
x+b

2
y � c

2
.

Ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Åñëè
a
a

b
b

c
c

1

2

1b

2b
1

2

� �1 ,  ñèñòåìà 

èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé (íåîïðåäåë¸í-
íà)

0

1

2

1) a
1
x+b

1
y � c

1
;

2) a
2
x+b

2
y � c

2
.

Ïðÿìûå ñîâïàäàþò, âñå òî÷-
êè ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ðå-
øåíèÿìè

a
a

b
b

1

2

1bb

2b
≠ — îäíî ðåøåíèå

0

1

2

x
y0

1) a
1
x+b

1
y � c

1
;

2) a
2
x+b

2
y � c

2
.

Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ (x

0
; y

0
) —

ðåøåíèå ñèñòåìû

Основные приёмы решения систем уравнений 

Ñïîñîá 
ïîäñòàíîâêè: 
1) âûðàçèòü îäíó
ïåðåìåííóþ èç
êàêîãî-ëèáî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû
÷åðåç äðóãóþ;

à)
3 4 3

3 18
x y4

y x3
=4y4 −

33{ ,
.

Ðåøåíèå. 
y x{ 3 1x +x 8
3 4x + 3= −

,
( )3 1x +x 8 ;

3x+12x+72 � –3;
x � –5;
y � 3 � (–5)+18 � 3.
Îòâåò: (–5; 3).

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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2) ïîäñòàâèòü âìå-
ñòî ýòîé ïåðåìåí-
íîé â äðóãîå óðàâ-
íåíèå ïîëó÷åííîå 
âûðàæåíèå;
3) ðåøèòü ïîëó-
÷åííîå óðàâíåíèå 
ñ îäíîé ïåðåìåí-
íîé;
4) íàéòè çíà÷åíèå
âòîðîé ïåðåìåí-
íîé;
5) çàïèñàòü îòâåò

á)
2

3 2 5
x y

x y2
+ =y

y2{ ⇒π,
cos( ) ,0=

y x
+{ π

π
2

3 2x 4x 5
,

cos( ) ,0= ;

cos7x � 0,5; 7
3

2x k2
π π ;

x
k

k= ± + ∈k
π π
21

2

7
, ;k ∈k Z

x
k

y
k

= +

= −

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

π π

π π
21

2

7
19

21

4

7

,
è

x
k

y
k

= − +

= −

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨
⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎪⎩⎩
⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

π π

π π
21

2

7
23

21

4

7

,
k � Z

Ìåòîä
àëãåáðàè÷åñêîãî
ñëîæåíèÿ

7 0
5 0{ y y

y y
,
.

Ðåøåíèå.
Ñëîæèì ïî÷ëåííî è âû÷òåì óðàâíå-
íèÿ: 

+ {
−

=

7 0− + − =
5 0− + − =

12 2 0=
6

y++ y
y + y

y
xy

,
;

;
;

− {
+

=

7 0− + − =
5 0− + − =

2 2− 2 0=
1

y++ y
y + y

x y+ 2
x y−

,
;

;
.

Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé 
x y
xy

=y
={ 2

6
,

.

Ðåøèì å¸ ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè.
Îòâåò: (–2; –3) è (3; 2)

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ìåòîä çàìåíû
ïåðåìåííîé

5 3 16

5 3 22 23

x y3
x y

=3y3

=323

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

,

.

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì 52

x

t� , 32

y

z� ,  ïîëó÷èì 

ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

t z
t z

2 2z 16
2
=z

=z
⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ⇒, ( )( ) ,

t z
)( =
=z{ ⇒16

2

2 16
2

( ) ,
;t z =z{

t � 5; z � 3; 5 52

x

, x � 2; 3 32

y

,

y � 2.
Îòâåò: (2; 2)

Использование свойств и графиков функций 

при решении уравнений 

Îãðàíè÷åííîñòü ÎÄÇ

Åñëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé (ÎÄÇ) óðàâíåíèÿ,
íåðàâåíñòâà èëè ñèñòå-
ìû ñîñòîèò èç îãðàíè÷åí-
íîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé, 
òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòè
çíà÷åíèÿ

x x x2 2xxx 2 2= +1 ;

ÎÄÇ:
x

x

2

2

1 0

2 2 0

− 1

− ≥x22

⎧
⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨ ⇒, x2 � 1;

x��1.
Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî 
x�1 — êîðåíü óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: 1

Îöåíêà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ

f(x) � g(x) � f x a
g a
( )x ,
( )x ;

=
={

f(x) 
 a
g(x) � a

1 12 +x x1 + ;

f(x) � 1–x2 � 1,

g x( )x .= 1 1x+ ≥

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Åñëè ïðè ðåøåíèè óðàâíå-
íèÿ f(x) � g(x) âûÿñíèëîñü, 
÷òî f(x) 
 a è g(x) � a, òî
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîã-
äà, êîãäà f(x) � g(x) � a

Òîãäà óðàâíåíèå ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå 

1 1

1 1
0

2⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔ =
x

x
x

,
.

Îòâåò: 0

f
1
(x)+f

2
(x)+…+fn(x) � 0

f x
f x

f x

f x
f x

f xn nff ff

1ff

2ff
1ff

2ff
0
0

0

0
0

0

( )x
( )x
...
)xx

( )x
( )x
...

( )x

≥
≥

≥

⇔

=
=

=

x x xx2 2x+ − 0=2 2+x2 2( )x − 42x ;

f x x1ff 2 0( )x ;= −x

f x x2ff
2 2 0x( )x ;= x

f x3ff
2 2 02( )x ( )x2 4= (x �

x
x

−⎧
⎨
⎪
⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

2 0=
2 0x =x

0=

2

2 2

,

,

( )x − 42 4 ;

x � 2.

Îòâåò: 2 

Èñïîëüçîâàíèå âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé 

y

0 x

y a y
f

y
f(

)x

x0

Åñëè â óðàâíåíèè f(x) � a ôóí-
êöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò)
íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî ýòî
óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî
êîðíÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå

Óðàâíåíèå

x + 2 3x =x3  èìååò
îäèí êîðåíü x � 1

( 1 2 1 33+ ⋅2 ,

ò. å. 3 � 3),
ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 

f x x x( )x = +x 2 3  âîç-

ðàñòàåò íà âñåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
x 
 0

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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y

0 x
y

f
y

f(
)x

x0

y g( )x

Åñëè â óðàâíåíèè f(x) � g(x) îäíà
èç ôóíêöèé âîçðàñòàåò, à âòîðàÿ 
óáûâàåò íà íåêîòîðîì ïðîìåæóò-
êå, òî óðàâíåíèå èìååò íà í¸ì íå
áîëåå îäíîãî êîðíÿ

Óðàâíåíèå 

x x x+ =x −3 3  èìå-
åò îäèí êîðåíü x � 1 

( 1 1 3 13+ =13 , ò. å.

2 � 2), ïîñêîëüêó �
f x x x( )x = +x 3  âîçðà-
ñòàåò íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ 
x 
 0, à g(x) � 3–x
óáûâàåò íà ìíîæåñò-
âå R è x 
 0;
 x � 1�

Èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé

Ïðè ðåøåíèè òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé èñïîëü-
çóþò îãðàíè÷åí-
íîñòü ôóíêöèé
y � sinx, y � cosx

cos cos .
x

x
2

2 2+ cos2x cos
x
2

 è cos2x

èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, 

ðàâíîå 1, ñóììà cos
x
2

 è cos2x

ðàâíà 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

cos ,

cos

x

x
2

1

2 1x

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔ x n
x k k

= ∈n n
∈k k{ ⇒4π

π
, ,n ∈n

,
Z

Z

x � 4�n, n � Z

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé

Äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ g(x) �
� f(x) íóæíî ïî-
ñòðîèòü ãðàôèêè
ôóíêöèé y � g(x)
è y � f(x) è íàéòè 
òî÷êó èõ ïåðåñå-
÷åíèÿ 

y

0 x

y
x

y
x

1

y
3
1( )3
1 x

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1

3
1

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = +

x

x  ïîñòðîèì ãðàôèêè

ôóíêöèé y � x+1 è y x
1

3
.  Îíè 

èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó (0; 1).
Óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü: x � 0

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Изображение на координатной плоскости множества
решений уравнений с двумя переменными и их систем

äâóìÿ ïå-
ðåìåííûìè — ýòî óðàâ-
íåíèÿ âèäà f(x; y) � 0.
Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà
÷èñåë (x

0
; y

0
), êîòîðàÿ 

ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå 
â âåðíîå ðàâåíñòâî, íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì 
óðàâíåíèÿ f(x; y) � 0

xR

y

x2+y2 � R2

Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì (0; 0) 
è ðàäèóñîì R

Ãðàôèê óðàâíåíèÿ ñ äâó-
ìÿ ïåðåìåííûìè — ýòî 
ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
(x

0
; y

0
), ãäå (x

0
; y

0
) — ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ

x

a
y

a

–a

–a

|x|+ |y| � a
Êâàäðàò ñ öåíòðîì (0; 0), äèà-
ãîíàëè êâàäðàòà ëåæàò íà
îñÿõ Ox è Oy

Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé
ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

f x y x y
f x y x y
1 1ff y g

2 2ff y g
;xx ) (g1g ; )y ,
;xx ) (g2g ; )y .

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

×òîáû èçîáðàçèòü ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè, íóæíî
ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè
â îäíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò è íàéòè òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ

x

y

4
3

4
3–4

–4
–3

–3 0

5

5

x y
xy

2 2 25
12

=y2y
=

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ,
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x2+y2 � 25 — îêðóæíîñòü 
ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0) è ðà-
äèóñîì 5

xy � 12 � y
x

� 12
— ãèïåð-

áîëà.
Ãðàôèêè óðàâíåíèé ïåðåñåê-
ëèñü â òî÷êàõ (4; 3), (3; 4), 
(–3; –4), (–4; –3)

Применение математических методов
для решения практических задач.
Интерпретация результата

Ïðèêëàäíûå çàäà÷è — ýòî çàäà÷è, óñëîâèÿ êîòîðûõ ñî-
äåðæàò íåìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çà-
äà÷è ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñîñòàâëÿþò ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü

Ìîäåëü — ýòî ñïåöèàëüíî ñîçäàííûé îáúåêò, êîòîðûé îòî-
áðàæàåò ñâîéñòâà èññëåäóåìîãî îáúåêòà.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîçäàþò, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ïîíÿòèÿ è îòíîøåíèÿ: ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, ÷è-
ñëà, âûðàæåíèÿ, à òàêæå ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñò-
âà è èõ ñèñòåìû

Ðåøåíèå ïðèêëàäíîé çàäà-
÷è ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòî-
äàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðè
ýòàïà: 
1) ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè äàííîé çàäà÷è; 
2) ðåøåíèå ñîîòâåòñòâåííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è;
3) àíàëèç îòâåòà, èíòåðïðå-
òàöèÿ ðåçóëüòàòà, ó÷¸ò ðå-
àëüíûõ îãðàíè÷åíèé 

Ñõåìàòè÷íî ýòàïû ðåøå-
íèÿ ïðèêëàäíîé çàäà÷è âû-
ãëÿäÿò òàê:
A ( B ( C ( D
A — äàííàÿ ïðèêëàäíàÿ çà-
äà÷à; 
B — å¸ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü; 
C — îòâåò äëÿ ìîäåëè;
D — îòâåò äëÿ äàííîé ïðè-
êëàäíîé çàäà÷è 

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî äîñîê
ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû çàñòåëèòü ïîë â êîìíà-
òå äëèíîé 7,5 ì è øèðèíîé
5 ì, åñëè äëèíà îäíîé äî-
ñêè 6 ì, à øèðèíà 0,35 ì?

Ýòî ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à, 
ò. ê. â íåé ãîâîðèòñÿ ïðî
ïîâåðõíîñòü ïîëà — íå-
ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå. 
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü —
çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïëî-
ùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà. 
Àíàëèç ðåçóëüòàòà — íà-
õîæäåíèå öåëî÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ïóò¸ì îêðóãëåíèÿ 
ñ èçáûòêîì 

Ðåøåíèå. Ïîâåðõíîñòü ïîëà
èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëü-
íèêà. Íàéä¸ì ïëîùàäü ýòî-
ãî ïðÿìîóãîëüíèêà: 7,5 �5 �
� 37,5 (ì2).

Ïëîùàäü îäíîé äîñêè, êîòîðàÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðÿìîóãîëüíèê: 0,35 �6 � 2,1 (ì2).
Çíà÷èò, äîñîê íóæíî: 37,5:2,1 � 17,86.
Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äîñêè äîëæíî áûòü öåëûì, î÷åâèä-
íî, ÷òî äîñîê ïîòðåáóåòñÿ 18 øòóê.
Îòâåò: 18

Çàäà÷à 2. 30%-é ðàñòâîð
áîðíîé êèñëîòû ñìåøàëè
ñ 15%-ì ðàñòâîðîì è ïîëó-
÷èëè 450 ã 20%-ãî ðàñòâî-
ðà. Ñêîëüêî ãðàììîâ èñõîä-
íîãî ðàñòâîðà âçÿòî?

Ðàñòâîð áîðíîé êèñëîòû — 
íåìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå. 
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü —
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

Ðåøåíèå. Âçÿëè x ã 30%-ãî ðàñòâîðà, y ã — 15%-ãî ðàñòâî-
ðà. Ìàññà ñìåñè: x+y � 450.
×èñòîé áîðíîé êèñëîòû: 0,3x+0,15y èëè 450 �0,2. Ïîëó-

÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
x y

x y
+ =y

+ ⋅{ 450
0 3 0 15 4y =y 50 0 2

,
, x3 , ;2

x
y

=
={ 150

300
,
.

Îòâåò: 15%-ãî ðàñòâîðà 300 ã, 30%-ãî — 150 ã

Ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé ñ ðåàëüíûìè äàííûìè ðå-
çóëüòàò ÷àñòî íåîáõîäèìî îêðóãëèòü è âûïîëíèòü îöåíêó
ðåçóëüòàòà
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Îêðóãëåíèå ÷èñåë 

Åñëè ÷èñëî îêðóãëÿþò äî
êàêîãî-ëèáî ðàçðÿäà, òî
âñå ïîñëåäóþùèå öèôðû
çà ýòèì ðàçðÿäîì çàìåíÿ-
þò íóëÿìè, à åñëè îíè ñòî-
ÿò ïîñëå çàïÿòîé — îòáðà-
ñûâàþò

& Åñëè ïåðâàÿ îòáðîøåí-
íàÿ èëè çàìåí¸ííàÿ 
íóë¸ì öèôðà ðàâíà 5, 6, 
7, 8, 9, òî ñòîÿùóþ ïå-
ðåä íèì öèôðó óâåëè÷è-
âàþò íà 1.

& Åñëè ïåðâàÿ îòáðîøåí-
íàÿ èëè çàìåí¸ííàÿ 
íóë¸ì öèôðà ðàâíà 0, 1, 
2, 3, 4, òî ñòîÿùóþ ïåðåä
íåé öèôðó îñòàâëÿþò áåç 
èçìåíåíèé

Îöåíêà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèé — ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó òî÷íûì çíà-
÷åíèåì âåëè÷èíû è å¸ ïðè-
áëèæ¸ííûì çíà÷åíèåì

|x – a|
x — òî÷íîå çíà÷åíèå, 
a — ïðèáëèæ¸ííîå

Ïðè íåâîçìîæíîñòè íàé-
òè òî÷íîå çíà÷åíèå àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè ìîæ-
íî äàòü îöåíêó àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè

a — ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷å-
íèå ÷èñëà x.
|x–a| � h, ò. å.
÷èñëî x ðàâíî ÷èñëó a
ñ òî÷íîñòüþ äî h:

x � a � h.
Íàïðèìåð, çàïèñü x � 3,42 �
� 0,01 îçíà÷àåò, ÷òî x ðàâ-
íî 3,42 ñ òî÷íîñòüþ äî 
0,01, ò. å.

3,41 � x � 3,43.
×èñëà 3,41 è 3,43 — ïðè-
áëèæ¸ííûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà 
ñ íåäîñòàòêîì è èçáûòêîì

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü — ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè íà ìîäóëü ïðèáëèæ¸ííîãî çíà÷åíèÿ 
âåëè÷èíû, óìíîæåííîå íà 100%
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2.2. Неравенства

Основные свойства числовых неравенств

Ïðèìåðû

Åñëè a > b, òî b < a;
åñëè a < b, òî b > a

Åñëè 10 > 2, òî 2 < 10;
åñëè –7 < –1, òî –1 > –7

Ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè: 
åñëè a > b è b > c, òî a > c

Åñëè 10 > 1 è 1 > –4, òî 
10 > –4

Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì âåðíî-
ãî íåðàâåíñòâà ïðèáàâèòü 
îäíî è òî æå ÷èñëî, òî ïî-
ëó÷èì âåðíîå íåðàâåíñòâî:
åñëè a > b, òî a+c > b+c

Åñëè 20 > 3, òî 20+1 >
> 3+1, ò. å. 21 > 4 
è 20–4 > 3–4, ò. å. 16 > –1

Åñëè îáå ÷àñòè âåðíîãî íå-
ðàâåíñòâà óìíîæèòü íà
îäíî è òî æå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èì âåð-
íîå íåðàâåíñòâî:
åñëè a > b è c > 0, òî ac > bc

Åñëè 7 > –3,1 è 5 > 0,
òî 7 �5 > –3,1 �5, ò. å.
35 > –15,5

Åñëè îáå ÷àñòè âåðíîãî íå-
ðàâåíñòâà óìíîæèòü íà
îäíî è òî æå îòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî è çíàê íåðàâåí-
ñòâà èçìåíèòü íà ïðîòè-
âîïîëîæíûé, òî ïîëó÷èì 
âåðíîå íåðàâåíñòâî: 
åñëè a � b, c � 0, òî ac � bc
èëè a � b, c � 0, òî ac � bc

Åñëè 10 > 2 è –2 < 0, òî 
–2 �10 < 2 � (–2), –20 < –4

Åñëè ïî÷ëåííî ñëîæèòü äâà 
âåðíûõ íåðàâåíñòâà îäíîãî
çíàêà, òî ïîëó÷èì âåðíîå
íåðàâåíñòâî:

+

+ >

a b>
c d>

a c+ b d+

+ −
<

7 3<
10 13

3 1< 6
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Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Åñëè a, b, c è d — ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¸ì
a > b è c > d, òî ac > bd,
ò. å. åñëè ïî÷ëåííî ïåðåìíî-
æèòü âåðíûå íåðàâåíñòâà
îäíîãî çíàêà, âñå ÷ëåíû êî-
òîðûõ — ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà, òî ïîëó÷èì âåðíîå
íåðàâåíñòâî

×
>

>

⋅ > ⋅

20 4
2

5

1

5

20
2

5
4

1

5
8 0> 8,

Åñëè a > b è c < d, òî
a–c > b–d

Åñëè 20 > 3 è 4 < 10, òî
20–4 > 3–10; 16 > –6

Åñëè a > b > 0, òî 
1 1

a b
� Åñëè 7 > 3, òî

1

7

1

3
�

Åñëè a > b > 0, òî äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
âåðíî íåðàâåíñòâî an > bn

Åñëè 5 > 2, n � 6, òî 56 > 26

Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ íåðàâåíñòâ äëÿ îöåíêè ñóììû, ðàçíîñòè, 
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ âûðàæåíèé

Ïóñòü 4 < a < 5 è 10 < b < 12

Ñóììà a+b

)
4 <   a   < 5

10 <   b   < 12

14 < a+b < 17

Ðàçíîñòü a – b � a+(–b)

)
4 <  a  < 5

–12
)

< –b < –10

–8 < a–b <  –5

Ïðîèçâåäåíèå a �b

�
4 <   a   < 5

10 <   b   < 12

40 < a �b < 60

×àñòíîå 
a
b

� a �
1

b

�
4 <  a  < 5
1

12
<  

1

b
  <

1

10

4

12
<

a
b

<
5

10
1

3
<

a
b

<
1

2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Линейные неравенства с одной переменной 

Ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì
íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà 
ax+b � 0 (èëè ax+b � 0),
ãäå a è b — ÷èñëà, x —
ïåðåìåííàÿ 

5x–4 � 0; 7x–2 
 0
2x+3 � 0; –5x+1 � 0

Ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåðà-
âåíñòâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî,
ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî
íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé 
îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëî-
âîå íåðàâåíñòâî.
Ðåøèòü íåðàâåíñòâî — çíà-
÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ
èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò

x � 1 — ðåøåíèå íåðàâåí-
ñòâà 5x–4 � 0, ïîñêîëüêó 
5 �1–4 � 0, ò. å. 1 � 0

Свойства линейных неравенств 

Ñâîéñòâà Ïðèìåðû

Åñëè èç îäíîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà ïåðåíåñòè â äðóãóþ ñëà-
ãàåìîå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì 
çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ ðàâíî-
ñèëüíîå åìó íåðàâåíñòâî

5(x–1)+3 
 1–3(x+2)
5x–5+3 
 1–3x–6
5x+3x 
 5–3+1–6
8x 
 –3

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óì-
íîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî 
è òî æå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 
òî ïîëó÷èòñÿ ðàâíîñèëüíîå
åìó íåðàâåíñòâî

3x 
 12 | :3; x 
 4;

1

7
4 7x < 4 ; x < 28

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óì-
íîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî 
è òî æå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, 
èçìåíèâ ïðè ýòîì çíàê íåðà-
âåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé,
òî ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó
íåðàâåíñòâî

–4x < 3 | : (–4); x > − 3

4
;

− ≥ ⋅ −⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞3

5
9

5

3
; x � –15
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Квадратные неравенства

Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà —
ýòî íåðàâåíñòâà, ïðèâîäè-
ìûå ê âèäó: ax2+bx+c � 0;
ax2+bx+c 
 0; ax2+bx+c � 0; 
ax2+bx+c � 0, a 
 0

3x2–7x+1 
 0; 5x2–1 � 0 
2x2+3x–7 � 0; 2x2–3x � 0

Основные методы решения квадратных неравенств 

ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

1. Ðàçëîæèòü êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí ax2+bx+c íà ìíîæè-
òåëè (x

1
 è x

2
— êîðíè êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà).

2. Ðåøèòü ñîâîêóïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ

x2–3x+2 � 0;
(x–1)(x–2) � 0.
Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæè-
òåëåé íåïîëîæèòåëüíî,
çíà÷èò, ìíîæèòåëè èìåþò

ðàçíûå çíàêè:
x
x

−
−{ 1 0≤

2 0≥
,
;

x
x

≤
≥{ 1

2
,
.

Ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

x
x

−
−{ 1 0≥

2 0≤
,
;

x
x

≥
≤{ 1

2
,
.

1 � x � 2

4x2–3x–1 � 0;

4
1

4
0( )1 .x) +)1 x)1

⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ >

Ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòå-
ëåé ïîëîæèòåëüíî, çíà÷èò,
ìíîæèòåëè îäíîãî çíàêà.

x

x

−

+ >

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

1 0>
1

4
0

,

;

x

x

>

> −

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

1
1

4

,

;

x

x

−

+ <

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

1 0<
1

4
0

,

;

x

x

<

< −

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

1
1

4

,

;

−∞⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠⎠⎠
⎞⎞

; (− ⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ∪ ; )+ ∞1

4
1
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Ìåòîä èíòåðâàëîâ

f(x) 
 0 x2+7x+10 > 0

1. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ
f(x) � 0:

x
1
, x

2
, …, xn

Íàéä¸ì êîðíè óðàâíåíèÿ 
x2+7x+10 � 0:

x
1
� –2, x

2
� –5

2. Íàíåñòè ýòè êîðíè íà 
÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, ðàçáè-
âàÿ å¸ íà èíòåðâàëû:

xx
1 x

2 nxx

Íàíåñåì êîðíè íà ÷èñëîâóþ 
ïðÿìóþ, ïîëó÷èì òðè èí-
òåðâàëà:

–5 2

3. Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè 
ñòàðøåé ñòåïåíè f(x) ïî-
ëîæèòåëåí, òî íà êðàéíåì
ïðàâîì èíòåðâàëå ôóíê-
öèÿ ñîõðàíÿåò çíàê «+»;
îñòàëüíûå çíàêè ðàññòàâëå-
íû â ïîðÿäêå ÷åðåäîâàíèÿ

–5 2

� �

Êîýôôèöèåíò ïðè x2 ðàâåí
1 > 0, ïîýòîìó íà èíòåðâàëå 
x > 2 ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò
çíàê «+», îñòàëüíûå çíà-
êè ñòàâèì â ïîðÿäêå ÷åðåäî-
âàíèÿ

4. Â îòâåò çàïèñàòü èíòåð-
âàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå 
çíàêó íåðàâåíñòâà

x2 + 7x + 10 > 0, ïîýòîìó
â îòâåò ïèøåì èíòåðâàëû, 
ãäå ñîõðàíÿåòñÿ çíàê «+».
Îòâåò: (–*; –5) � (2; +*)

Равносильность неравенств (систем неравенств) 

Äâà íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé (äâå ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ) íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé ýòèõ íåðàâåíñòâ (ñèñòåì íåðàâåíñòâ) ñîâïàäàþò; â ÷àñò-
íîñòè, íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû, åñëè îáà íå èìåþò ðåøåíèé

Область допустимых значений (ОДЗ) неравенства

Îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé (ÎÄÇ) íåðàâåíñòâà 
íàçûâàåòñÿ îáùàÿ îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
f(x) è g(x), êîòîðûå ñòîÿò 

Äëÿ íåðàâåíñòâà x x+ <2
ÎÄÇ: x+2 
 0, òî åñòü 
x 
 –2, ïîñêîëüêó îáëàñòü 

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f x( )x =

x= +x 2  îïðåäåëåíà óñëî-
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â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ íå-

ðàâåíñòâà f x g( )x ( )x>
<

âèåì x+2 
 0, à îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 
g(x) � x ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Основные теоремы о равносильности неравенств 

-
âåíñòâà ïåðåíåñòè â äðóãóþ 
÷àñòü ñëàãàåìûå ñ ïðîòèâî-
ïîëîæíûì çíàêîì, òî ïî-
ëó÷èì íåðàâåíñòâî, ðàâíî-
ñèëüíîå äàííîìó íà ëþáîì
ìíîæåñòâå

5x+3 
 2x–7;
5x–2x 
 –7–3;
3x 
–10

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà 
óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü
íà îäíî è òî æå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî (ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è ïîëî-
æèòåëüíà íà ÎÄÇ çàäàííî-
ãî íåðàâåíñòâà), íå ìåíÿÿ
çíàê íåðàâåíñòâà, òî ïî-
ëó÷èì íåðàâåíñòâî, ðàâíî-
ñèëüíîå äàííîìó (íà ÎÄÇ
äàííîãî)

x − ≥2 4−
0

2( )x + 1
.

ÎÄÇ íåðàâåíñòâà:

x
x

−
+ ≠

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ 2 0≥

1 0≠
,

;
x
x

≥
≠ −{ 2

1
,
;

ò. å. x 
 2.
Íà çàäàííîì ìíîæåñòâå
x�[2; +*) ôóíêöèÿ (x+1)2 �  0,
ïîýòîìó äàííîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

x − ≥2 4− 0

Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü
íà îäíî è òî æå îòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî (èëè íà îäíó
è òó æå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ 
îïðåäåëåíà è îòðèöàòåëü-
íà íà ÎÄÇ çàäàííîãî íåðà-
âåíñòâà) è ïîìåíÿòü çíàê 
íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé, òî ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå äàí-
íîìó (íà ÎÄÇ äàííîãî)

2 4 12 3
1 3 1

x x4 12
x x1 3

≤44 +
+ 11 −{ ,

;

2 12 3 4
3 1 1

x 2
x 3

1212 +
33 −1{ ,

;

− ≤
−{ −

−
10 7
2 2> −

10
2

x
x

:( ),
:( );

x
x

≥ −
<{ 0 7

1
, ,7

;

–0,7 1 x

x � [–0,7; 1)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ñõåìà ïîèñêà ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Ó÷åñòü ÎÄÇ íà÷àëüíî-
ãî íåðàâåíñòâà

èñõîäíîå íåðàâåíñòâî

íåðàâåíñòâî,
ïîëó÷åííîå â ðåçóëü-
òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ

íà÷àëüíîãî

Ñîõðàíÿòü íà ÎÄÇ âåð-
íîå íåðàâåíñòâî ïðè
ïðÿìûõ è îáðàòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ

f(x) 
 0
1. Íàéòè ÎÄÇ.
2. Îïðåäåëèòü íóëè íà
ÎÄÇ è íàéòè çíàê f(x)
íà êàæäîì èç ïðîìå-
æóòêîâ, íà êîòîðûå
ðàçáèëîñü ÎÄÇ.
3. Çàïèñàòü îòâåò, ó÷è-
òûâàÿ çíàê çàäàííîãî 
íåðàâåíñòâà

Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
èíòåðâàëîâ

Рациональные неравенства

Íåðàâåíñòâà âèäà Pn(x) � 0, Pn(x) 
 0; Pn(x) � 0, Pn(x) � 0,

à òàêæå íåðàâåíñòâà 
P x
Q x

n

m

( )

( )
,� 0

P x
Q x

n

m

( )

( )
1 0  è 

P x
Q x

n

m

( )

( )
,� 0

P x
Q x

n

m

( )

( )
,2 0

ãäå Pn(x) è Qm(x) — ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n è m ñîîòâåò-
ñòâåííî íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè

Основные методы решения рациональных неравенств 

Ìåòîä èíòåðâàëîâ
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè F(x) è ïðîìå-
æóòêè, íà êîòîðûõ îíà íå-
ïðåðûâíà.

x x
x
( )

.
+

−
≤2

5
0

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F x
x x
x

( )
( )

.= +
−

2

5
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2. Íàéòè íóëè ôóíêöèè
F(x).
3. Íàíåñòè íà ÷èñëîâóþ
îñü íàéäåííûå ïðîìåæóò-
êè è íóëè.
4. Îïðåäåëèòü èíòåðâàëû
çíàêîïîñòîÿíñòâà.
5. Çàïèñàòü îòâåò

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè: 

D(F) � (–*; 5) � (5; +*).
Íóëè: x � 0; x � –2.

–2 0

� �� � �

5

Îòâåò: (–*; –2] � [0; 5)

Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé
(ìåòîä ïîäñòàíîâêè)

(x2–x)2–8(x2–x)+12 � 0.
Çàìåíà: 
t � x2–x; t2–8t+12 � 0.
Ðåøåíèå: 2 � t � 6.
Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

x x
x x

2

2

6

2

− <x
− >x

⎧
⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨

,

.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà
x � (–2; 1) � (2; 3).
Îòâåò: (–2; 1) � (2; 3)

Показательные неравенства

Ïîêàçàòåëüíûìè íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà âèäà af(x) � ag(x)

Решение показательных неравенств

af(x) �

 ag(x)   �

a
f x g

>
>{ 1,

( )x ( )x ;

0 1
<{f x g

,
( )x ( )x .

Àíàëîãè÷íî äëÿ

af(x) �
� ag(x).

à) 2
1

8
x � ;  2x � 2–3; x � –3, ò. ê. 2 � 1;

á)
1

3

1

3

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ≥

x

;
1

3

1

3

1

2⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ≥ ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

x ;

0
1

3
1� � ,

ïîýòîìó x ≤ 1

2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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af(x) �

 b , a � 0 �

b
x D f

≤{ 0,
( )f ;

b
f x ba>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

0 1a >a, ,1a >a
( )x log ;ba

b a
f x ba

<
<

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

0 0 1, ,a <0 1
( )x log

à) 2x � 5; 2 2 2 5x log ; b � 5 � 0, a � 2 � 1;

x � log
2
5; x � (log

2
5; +*);

á)
1

7
4

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ≥

x

;
1

7

1

7

1

7

4
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ≥ ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

x log

; b � 4 � 0,

a = <1

7
1;

x ≤ log ;1

7

4 x ≤ log ;−7
4 x ≤ − log ;7 4

x ∈ −( ;−∞ log ];7 4

â) ex � –3; x � R;
ã) 2x � –2; íåò ðåøåíèé 

af(x) �

 b�(x) �

a
f x ba

>
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

1,
( )x ( )x log ;baφ

0 1
<

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨f x ba

,
( )x ( )x logφ

2 3
2x x3 ; log ;2 2l g 3log2log

2x xl 3log

x x1 2
2 3log ;2 3 x x− x2

2 3 0≥log ;2 3 0≥
x( l g ) ;3lx og2 )3lx og x( lx og ) ;2 3 1)1

x( lx og ) ;log3 2)) 0 3log 23

x � [ ; l g ]0 2; log3

Çàìåíà 
ïåðåìåííîé
â ïîêàçàòåëüíîì
íåðàâåíñòâå

9x+27 � 12 �3x. Çàìåíà: 3x � t, t � 0,
òîãäà t2–12t+27 � 0 � 3 � t � 9.
3 � 3x � 9; 1 � x � 2. x � (1; 2)

Ïîêàçàòåëüíûå
íåðàâåíñòâà,
ñîäåðæàùèå
îäíîðîäíûå
ôóíêöèè

4x–2 �52x–10x � 0;
22x–2 �52x–2x �5x � 0.
Ðàçäåëèì ïî÷ëåííî íà 52x 
 0.

2

5

2

5
2 0

2
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ − ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ − 2

x x
2⎛ ⎞

. Çàìåíà: 

2

5

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =

x

t, t � 0. t2–t–2 � 0;
t
t

< −
>

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

1
2

,
,

 íî

t � 0� � t � 2; �
2

5
2

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ >

x

;
2

5

2

5

2

5

2
⎛
⎝
⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎟
⎞⎞
⎠⎠

> ⎛
⎝
⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎟
⎞⎞
⎠⎠

x log

;
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x � log ,2

5

2  ò. ê.
2

5
1� .

Îòâåò: ( )−∞

Ðàçëîæåíèå íà
ìíîæèòåëè (âû-
íåñåíèå çà ñêîá-
êó îáùåãî ìíî-
æèòåëÿ)

3x+1+3x–1 
 21+3x; 3x+1+3x–1–3x 
 21;
3x–1(32+1–31) 
 21; 3x–1 �7 
 21;
3x–1 
 3; 3 � 1; x–1 
 1; x 
 2.
Îòâåò: x � [2; +*)

Логарифмические неравенства

Ëîãàðèôìè÷åñêèìè íàçûâàþò íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ñîäåð-
æàò ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà.

Решение логарифмических неравенств

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìà 
ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

log ( )a f x( b> ⇔b

0
0 1

< <⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ f x ab( )x ,

;

f x a
a

b( )x ,
.
>

>
⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

1

Àíàëîãè÷íî 

log ( )a f x( b< ⇔b

f x ab( )x ,
;

>⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨
0 1a< <a

0
1

< <
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ f x a
a

b( )x ,

à) log
3
(x–2) 
 2. Òàê êàê 3 � 1,

òî (x–2) 
 32; x–2 
 9; x 
 11.
x � [11; +*);

á) log log log ( ) .2 3log 1

2

1)x − 1)

log log log ( ) log2 3log 1

2

21 1) log2x − 1) ⇒

0 13 1

2

≤ ⇒1l g3 l ( )1

log l log ( ) log3 3log 1

2

31l l ( 3log log (3log ⇒log3 3x

1 1 31

2

≤ ⇒3log (1 ( )x
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log log ( ) log1

2

1

2

1

2

3
1

2

1

2
log (1 ≤ ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ⇒

1

2
1

1

2

3
⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

≤ − < ⇒x
1

8
1

1

2
≤ − <x ;

9

8

3

2
≤ <x ; x ∈ ⎡

⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

9

8

3

2
;

Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ëîãàðèôìà 
ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

logaf(x) � logag(x) �
a
f x
g
f x g

>
>
>
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

⇔

1
0
0

,
( )x ,
( )x ,
( )x ( )x

a
f x g

>
> >g{ 1

0
,

( )x ( )xx

èëè 
logaf(x) � logag(x) �

0 1
0
0

>
>
<

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

⇔f x
g
f x g

,
( )x ,
( )x ,
( )x ( )x

0 1
0 < <{ f x g

,
( )x ( )x

à) log
0,5

(2x–4) 
 log
0,5

(x+1).
0 � 0,25 � 1, ïîýòîìó

2 4 1
2 4 0

1 0

2 4 1
2 4 0

x x4
x

x

x x
x

≤44 +
>4

+ 1

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔ ≤44 +
− >4{,

,
;

,
;

x
x

≤
>{ 5

2
,
;

x � (2; 5];

á) log
2
x+log

2
(x–1) � 1.

Ïðèìåíèì ïðàâèëî: logax+
+ logay � logaxy, ãäå x � 0, y � 0.

log
2
x(x–1) � 1 �

x
x
x

( )x ,
,>

−

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇒
2) ≤)

0
1 0>

1

x x
x

2 2 0
1

−x
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ,

;
( )( ) ,

;
)(

x
≤

>{ )()()( 0
1

–1 21

x � (1; 2]

Èñïîëüçîâàíèå ìåòî-
äà çàìåíû ïåðåìåí-
íîé

log
3
2x–2log

3
x–3 � 0.

Çàìåíà: log
3
x � t; t2–2t–3 � 0;

–1 � log
3
x � 3;

log l g l ,3
1

3 3g 3l 3og log3 loglog3  3 � 1;

1

3
27≤ ≤   x ; x ∈ ⎡

⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎥
⎤⎤
⎦⎦

1

3
27;
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Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ,
ñîäåðæàùèx ïåðå-
ìåííóþ ïîä çíàêîì
ëîãàðèôìà è â îñíî-
âàíèè ëîãàðèôìà

logj(x)
f(x) � A

⇔

>
> >

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

< <
⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

⎡

⎣

⎢
⎡⎡

⎢
⎢⎢

⎢
⎢⎢

⎢
⎣⎣

⎢⎢

φ
φ

φ
φ

( ) ,

( ) ( (φ )) ,

( ) ,

( ) ( (φ ))

f x( x

f x( x

A

A

1

0

0 1< <φ( )

0

logx(x–2) � 2.

ÎÄÇ:
x
x
x

−
>
≠

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔ >x
2
0
1

2
,
, .⇔ >x 2

Çíà÷èò, îñíîâàíèå ëîãàðèôìà
áîëüøå 1, òîãäà:

log ( ) ;

log ( ) l g
x

x x( ) og

x
xlx ogx) log

−
))) ⇒

2))

2 2

x x
x

≤
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ⇔2

2

2, x x
x

2 2 0
2

− +x
>

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ ⇔,

x R
x

x>{ ⇒ >x,
.

2
2 x � (2; +*)

Системы и совокупности неравенств с одной переменной

Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îä-
íîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò 
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åñëè
ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàòü 
âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé,
óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîâðå-
ìåííî êàæäîìó èç ýòèõ íå-
ðàâåíñòâ.
×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó íå-
ðàâåíñòâ, íóæíî: 
1. Îòäåëüíî ðåøèòü êàæäîå 
íåðàâåíñòâî.
2. Íàéòè ïåðåñå÷åíèå íàé-
äåííûõ ðåøåíèé

à)
− >

≤{ ⇔3 5+ 2
4 5− 15

,

− −
≤{ ⇔3 2> 5

4 1≤ 5 5+x
,

−
≤{ ⇔3 3> −

4 2≤ 0x
, x

x
<
≤{ 1

5
,
;

51

x � (–*; 1);

á)
5 6 1
2 1 3x

≤6
+ ≥1{ ⇔,

5 5
2 2x{ ⇔, x

x
≤ −
≥{ 1

1
,

;

x � , (ðåøåíèé íåò)

Äâå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè, åñëè 
îíè èìåþò îáùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ 
ýòèì íåðàâåíñòâàì. Ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ 
(êàê è óðàâíåíèé) îáîçíà÷àåòñÿ «�»
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Ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ

Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îä-
íîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò 
ñîâîêóïíîñòü, åñëè ñòàâèò-
ñÿ çàäà÷à îòûñêàòü âñå òå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî-
ìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ.
×òîáû ðåøèòü ñîâîêóï-
íîñòü íåðàâåíñòâ, íóæíî: 
1. Ðåøèòü îòäåëüíî êàæäîå 
íåðàâåíñòâî.
2. Íàéòè îáúåäèíåíèå íàé-
äåííûõ ðåøåíèé

à)
5 6 1
2 1 3x

≤6
≥1

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⇔,

5 5
2 2x

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⇔, x
x

≤ −
≥

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

1
1

,
;

x � (–*; –1] � [1; +*);

á) |x–3| 
 2 � x
x

−
−

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⇔3 2≥
3 2≤ −

,

x
x
≥
≤

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

5
1
,
;

5

x � (–*; 1] � [5; +*)

Системы неравенств и двойные неравенства

Ñèñòåìû 
íåðà-
âåíñòâ

Äâîéíûå 
íåðàâåí-

ñòâà

Ãðàôè÷åñêèå 
ðåøåíèÿ

Ïðèìåðû

x a
x b

>{ , a � x � b xa b x
x

>
<{ 3

5
,
;
 3 � x � 5

x3 5

x a
x b

≥{ , a � x � b xa b –7 � x � 1;

x
x

<
≥ −{ 1

7
,

x–7 1

x a
x b

>{ , a � x � b xa b 0 � x � 27; 

x
x

≤
>{ 27

0
,

x0 27
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x a
x b

≥{ , a � x � b xa b –1 � x � 1;

x
x

≤
≥ −{ 1

1
,

x–1 1

Решение систем неравенств и двойных неравенств

Ðåøåíèå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ 
ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ

I ñïîñîá:

− < <1
2 1−

3
1

x

2 1

3
1

2 1

3
1

x

x

<

> −

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

⇔
,

2 1 3
2 1 3
x
x

− <1
− >1 −{ ⇔,

2 4
2 2
x
x >{ ⇔, x

x
<
> −{ 2

1
,
;

x � (–1; 2)

II ñïîñîá:

− < <

− −
− <
−

×

+

1
2 1−

3
1

3 2< 1 3<
2 2< 4
1 2< <

3

1
2

x

x
x

x
:

x � (–1; 2) 

Ðåøåíèå ñèñòåì
íåëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ è íåðàâåíñòâ
òðàíñöåíäåíòíûõ
(ëîãàðèôìè÷åñêèõ,
ïîêàçàòåëüíûõ
è òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ) ïðîèñõîäèò
ìåòîäîì ðàâíîñèëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
èëè ìåòîäîì èíòåð-
âàëîâ

1
1

1

1
0

2x

x

≥

+
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

,

.

1
1 0

1

1
0

2x

x

− 1

+
>

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

⇔
, 1

0

1 0

2

2

− ≥

+ 1

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔
x

x
x

,

( )( ) ,
,
)( 0

0
1

)( ≥
≠
≥ −

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

⇔
)(()(

x
x

x
x
x

∈
≠
> −

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

[ ;− ],
,
;

1 1;
0
1

x
x
∈
≠{ ( ;− ],

;
1;

0

x � (–1; 0) � (0; 1]
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Использование свойств и графиков функций 
при решении неравенств

Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ 
ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ

sinx � 1

2

y

x
6

5
6

20–

1

2
1

y
si
n
x

π π π π
6

2
5

6
2+ π2 < + ∈k x< k k, Ζ

cosx > − 1

2

y

x

2
3

0

1

–2
1

y
co

sx

– 2
3

–1

− + < + ∈2

3
2

2

3
2

π π π πk x< k k, Ζ

tgx 
 –1 y

x
02– 4–

y
tg

x

–1

2

− + < + ∈π π π π
4 2

k x≤ k k, Ζ
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ctg x � 3
y

x
0

2–

y
ctg

x
26

–

3

π π π π
6

+ π < +π ∈k < k k, Ζ

Èñïîëüçîâàíèå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé
äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ

1. Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî
â âèäå:

f x a
a

( )x ,>
≥

f x a
a

( )x ,<
≤

f(x) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, 
a � R.
2. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè D(f) è õàðàê-
òåð å¸ ìîíîòîííîñòè (âîçðà-
ñòàåò, óáûâàåò).
3. Åñëè a ïðèíàäëåæèò îáëà-
ñòè çíà÷åíèé f(x), òî ñóùåñò-
âóåò ÷èñëî x

0
� D(f), ïðè êî-

òîðîì  f(x
0
) � a.

4. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî çà-
ïèñàòü â âèäå:

f x f x( )x ( )x ;>
≥

0 f x f x( )x ( )x<
≤

0

à) x5+x3+x � 42.
Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì

F(x) � x5+x3+x.
Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íå-
ïðåðûâíà íà R, âîçðàñòà-
þùàÿ, êàê ñóììà âîçðà-
ñòàþùèõ ôóíêöèé:
42 � F(2), ò. å. F(x) � F(2).
Òîãäà ïî ñâîéñòâó âîçðà-
ñòàþùåé ôóíêöèè èç ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëå-
äóåò, ÷òî x � 2.
Îòâåò: x � (–*; 2].

á) 7 7 2x7 2− .
Ðåøåíèå.

Ïóñòü f x x( )x ,≥ 7 2x+ +
òîãäà f(x) 
 7.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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5. Ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðà-
âåíñòâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ðàâíîñèëüíîé åìó ñèñòåìû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

x x
b x d

>
<x

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ 0,

,
 åñëè f(x) — âîç-

ðàñòàþùàÿ;

x x
b x d

<
<x

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨ 0,

,
 åñëè f(x) — óáû-

âàþùàÿ.
(b; d) — îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
f(x)

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà
[–7; +*), ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò.
f(2) � 7. Òîãäà f(x) 
 f(2).
Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

x
f x f x
≥ −
≥{ ⇔7,

( )x ( )x
x
x

≥ −
≥{ ⇔7

2
,

x 
 2.
Îòâåò: [2; +*)

Îáîáù¸ííûé ìåòîä èíòåðâàëîâ

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ âèäà �(x) � 0, �(x) 
 0, �(x) � 0

è �(x) � 0, ãäå φ( ) ( ) ) ... ) ,) ( ) ( ) ... ak k( ) n
k( ) 〈 −(x(1 2) () ( 2( )k kk k( )( )) a

1
, a

2
,

…, an — äåéñòâèòåëüíûå, íåðàâíûå äðóã äðóãó ÷èñëà; k
1
, …,

kn — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà èñïîëüçóþò îáîáù¸ííûé 
ìåòîä èíòåðâàëîâ

1. Íàíåñòè íà ÷èñëîâóþ îñü
÷èñëà a

1
, a

2
, …, an.

2. Â ïðîìåæóòêå ñïðàâà îò íàè-
áîëüøåãî èç íèõ ïîñòàâèòü
çíàê «+», à çàòåì, äâèãàÿñü
ñïðàâà íàëåâî ïðè ïåðåõîäå 
÷åðåç î÷åðåäíîå ÷èñëî ai

( , ):, )n,
& ïîìåíÿòü çíàê, åñëè ki —

íå÷¸òíîå ÷èñëî;
& ñîõðàíèòü çíàê, åñëè ki —

÷¸òíîå ÷èñëî

Ïðèìåð 1
à) x2(x+3)3(x–5)4 � 0.

–3 0 5

x � (–*; –3);
á) x2(x+3)3(x–5)4 � 0.

–3 0 5

x � (–*; –3] � {0} � {5}; 
â) x2(x+3)3(x–5)4 � 0.
x � (–3; 0) � (0; 5) �
� (5; +*); 
ã) x2(x+3)3(x–5)4 
 0.
x � [–3; +*).

Ïðèâåä¸ííûå ðàññóæäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû äëÿ íåðàâåíñòâ
âèäà

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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g(x) � 0, g(x) 
 0, g(x) � 0,
g(x) � 0,

ãäå g( )x =

x b

n n
k

n

m m
pb

k( )x a ( )x a ,...( )x ak

( )x b ( )x bb ,...(
=

)a (x

)b (x
1 2) (x a

1 2)bb (x b

1 2n( )x ax a(x
1 2m( )x bx b(x ))

mp

Ïðèìåð 2

à) g( )x =

( )x ( )x ( )x

( )x ( )
.= ≥x)) x

) (x)) x
0

3 2( )((x
3 6( )((x

–7

1 2

–2

x � {–2} � [1; 2) (2; + *);
á) g(x) � 0.
x � (–*; –7) � (–7; 1]

Ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì

1. Íàéòè íóëè ïîäìî-
äóëüíûõ âûðàæåíèé.
2. Ðàçáèòü îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ ýòè-
ìè íóëÿìè íà ïðîìå-
æóòêè, íà êàæäîì èç
êîòîðûõ âûðàæåíèÿ,
ñòîÿùèå ïîä çíàêîì
ìîäóëÿ, ñîõðàíÿþò
çíàê.
3. Íà êàæäîì èç íàé-
äåííûõ ïðîìåæóòêîâ
ðåøèòü óðàâíåíèå
(íåðàâåíñòâî) áåç çíà-
êà ìîäóëÿ.
Ñîâîêóïíîñòü (îáú-
åäèíåíèå) ðåøåíèé
íà óêàçàííîì ïðîìå-
æóòêå ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ðàññìàòðè-
âàåìîãî óðàâíåíèÿ
(íåðàâåíñòâà)

Ïðèìåð 1. |x+5|– |x–3| � 8.
Ðåøåíèå.
1. Íóëè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæå-
íèé: x � –5 è x � 3.
2. Çíàêè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæå-
íèé: 

3

� � �� ��

–5

3. Óðàâíåíèå íà êàæäîì ïðîìå-
æóòêå:
à) x � –5; –(x+5)–(–(x–3)) � 8; 
–8 � 8; ðåøåíèé íåò; 
á) –5 � x � 3; x+5–(–x+3) � 8; 
x � 3 — íå âõîäèò â ðàññìàòðèâà-
åìûé ïðîìåæóòîê;
â) x 
 3; x+5–(x–3) � 8; 8 � 8.
Ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî. Ðå-
øåíèåì áóäåò ëþáîå ÷èñëî èç 
ýòîãî ïðîìåæóòêà.
Îòâåò: x � [3; +*)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïðèìåð 2. |2x–1|– |x–2| 
 4.
Ðåøåíèå.
1. Íóëè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé: x � 1

2
 è x � 2.

2. Çíàêè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé:

2
2
1

3. à) x � 1

2
;  –2x+1+x–2 
 4; x � –5.

–5
2

1

Íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x èç ïðîìåæóò-
êà x � –5.

á)
1

2
2≤ <x ;  2x–1+x–2 
 4; x 1 7

3
.

2

3

7

2

1

Íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðåøåíèé íåò.
â) x � 2; (2x–1)–(x–2) 
 4; x 
 3.

2 3
Ðåøåíèåì áóäóò âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà x 
 3.

4. Îáúåäèíÿåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ:
x
x

≤ −
≥

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

5
3

,
.

x � (–*; –5] � [3; +*)

Изображение на координатной плоскости множеств
решений неравенств с двумя переменными и их систем

äâóìÿ ïåðåìåííûìè

Ãðàôèê íåðàâåíñòâà y � f(x) ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âûøå òî÷åê ãðàôèêà
y � f(x).

y

0 xx
y f( )x

       

y

0 xx
y f( )x

y � f(x)              y 
f(x)
Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà y 
 f(x) ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âûøå òî÷åê ãðàôèêà
y � f(x), âêëþ÷àÿ òî÷êè ãðàôèêà y � f(x)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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y

0
x

33

2

2x+3y � 6

y

0 x
3

y 
 3

y

x
2

–2
0

x2+y2  
 4

y

x0

y 
 x2

Ãðàôèê íåðàâåíñòâà y � f(x) ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå òî÷åê ãðàôèêà
y � f(x).

y

0
x

y fff( ))x

       

y

0 x

y f( )x

y � f(x)           y � f(x)
Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà y � f(x) ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå òî÷åê ãðàôèêà
y � f(x), âêëþ÷àÿ òî÷êè ãðàôèêà y � f(x)

y

0
x

333

2

2x+3y � 6 

y

0 xx

4

y � 4

y

x
3

–3

0

x2+y2 � 9

3
y

x0

y � –x2+3

Решение систем неравенств с двумя переменными

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ
F y

Q y

( ;x ) ,

( ;x )

≥
≤
≥
≤

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩
0

 èëè 
F y

Q y

( ;x ) ,

( ;x )

>
<
>
<

⎧

⎨
⎪
⎧⎧

⎨⎨

⎩
⎪
⎨⎨

⎩⎩

0
0
0
0

íàõîäèì:
1) ìíîæåñòâî X

1
 òî÷åê ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

ïåðâîå íåðàâåíñòâî; 
2) ìíîæåñòâî X

2
 òî÷åê ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ 

âòîðîå íåðàâåíñòâî;
3) ðåøåíèå ñèñòåìû — ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X

1
 è X

2
.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Èçîáðàçèòü íà ïëîñêî-
ñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé 
ñèñòåìû:

à) 
x
y y

2

2

4 0

4 3y 0

− 4

4y <
⎧
⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨

,

;

á) x
y y

2

2

4 0

4 3y 0

− 4

4y ≤
⎧
⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨

,

Ðåøåíèå.

à)    X
1
: x2–4 
 0 ⇔ ≥

≤ −
⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣
x
x

2
2
,
;

y

x ≥ 2x ≤ 2

x
00

1
2

3–1–2

X
2
: y2–4y+3 � 0 �

1 � y � 3.

y

x
1

3

1 21–1––2

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
X

1
 è X

2
: 

y

x

3

1 21–1–22

1

á) X
1
: x

2
–4 � 0 � –2 � x � 2; 

X
2
: y2–4y+3 � 0 � 1 � y � 3

y

x
1

3

1 21–1––2

2 4 3 0x − 4 ≤

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
X

1
 è X

2
: 

y

x

3

1 21–1–2–2

1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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ФУНКЦИИ 

3.1. Определение функции, её график

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ñ îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D —
ýòî çàâèñèìîñòü, ïðè êî-
òîðîé êàæäîìó ÷èñëó x èç 
ìíîæåñòâà D ñîîòâåòñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ÷èñëî y: 
y � f(x)

1

2

3

4

1

4

9

16

D — îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ;
E — îáëàñòü çíà÷åíèé

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) —
ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè ñ êî-
îðäèíàòàìè (x; y), ãäå x
ïðîáåãàåò âñþ îáëàñòü îï-
ðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x),
à y — ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè. Íåçàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ x — àðãó-
ìåíò, çàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y — ôóíêöèÿ

y

x1–1 2
–2

y x2

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè D(f) — ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðè-
íèìàòü x

y

x–3 5

f x( )x

0

D(f) � [–3; 5]

Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè
E(f) — ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
f(x), êîòîðûå îíà ìîæåò 
ïðèíèìàòü ïðè x � D(f)

y

x–3 5
f x( )x

0
–2

2
4

E(f) � [–2; 4]

3



96 Раздел 3. Функцииу

Способы задания функции 

, ò. å. ôîð-
ìóëîé: y � f(x)

y � x2; y
x

x
= − 1

; y � ex;

y � cosx–sinx

Ãðàôè÷åñêèé, ò. å. ãðàôèê
y � f(x) â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò xOy

y

0 x
y

f
y

f
y

f(
)x

Òàáëè÷íûé, ò. å. ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó D(f) è E(f) çà-
äà¸òñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû: 

x x
1

x
2

… xn–1
xn

y y
1

y
2

… yn–1
yn

x –3 –2 –1 0

y 9 4 1 0

x 1 2 3 4

y 1 4 9 16

Область определения функции, заданной формулой

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f), çàäàííîé ôîðìóëîé
y � f(x), íàçûâàþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ
ôîðìóëà èìååò ñìûñë (âñå äåéñòâèÿ, çàäàííûå ôîðìóëîé,
ìîæíî âûïîëíèòü)

Ôóíêöèÿ D(f) Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ D(f)

Ìíîãî÷ëåí
y � anx

n+
+an–1

xn–1+…+a
0

R y � x3–7x2+5x–1;
x � R

y
f x
g

� ( )x
( )x

,  ãäå 

f(x) è g(x) —
ìíîãî÷ëåíû

g(x) 
 0
y

x
x

=
2

( )x − 3
;

x(x–3) 
 0;
 x 
 0;
 x 
 3
 .
D(f) � (–*; 0) �
� (0; 3) � (3; +*)

y f n ∈f n( )xx ,2 Ν f(x) 
 0 y x4 24 ;  4–x2 
 0;

x2–4 � 0; –2 � x � 2;
D(f) � [–2; 2]
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Ôóíêöèÿ D(f) Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ D(f)

y
f x

� 1

( )x
f(x) 
 0

y
x

=
−
1

3
;  |x| –3 
 0;

|x| 
 3;
x
x

≠
≠ −

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

3
3
,
.

D(f) � (–*; –3) �
� (–3; 3) � (3; +*)

y � logaf(x), 
a � 0, a 
 1

f(x) � 0 y � log
3
(2x–3);

2x–3 � 0; x � 1,5
D(f) � (1,5; +*)

y � logf(x)
g(x) f x

f x
g

( )x ,
( )x ,
( )x

>
≠
>

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

0
1
0

y � logx(3–x);

3 0
0
1

>
≠

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩
x
x

,
,
;

x
x
x

<
>
≠

⎧
⎨
⎪⎧⎧
⎨⎨
⎩⎪
⎨⎨
⎩⎩

3
0
1

,
,
;

310

D(f) � (0; 1) � (1; 3) 

y � tgf(x)
f x n( )x ,≠ +π π

2
n � Z

y
x� tg ;

2

3
2

3 2

x
n≠ +π π ,

x
n

n= + ∈3

4

3

2

π π3
; Ζ

y � ctgf(x) f(x) 
 �n,
n � Z

y � ctg5x; 5x 
 �n,

x
n≠ ∈n

π
5

, Ζ

y � arcsinf(x)
y � arccosf(x)

–1 � f(x) � 1
–1 � f(x) � 1

y
x= −

arcsin ;
3

2

− ≤ − ≤1
3

2
1

x
;

–2 � 3–x � 2; 
–5 � –x � –1; 1 � x � 5

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ôóíêöèÿ D(f) Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ D(f)

y � xa, � � Z x � R y � x5, x � R

y � xa, � — öå-
ëîå îòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî èëè 0

x 
 0 y � x–3, x 
 0

y � xa, � � 0,
� — íå öåëîå
÷èñëî

x 
 0
y x

3

4, x 
 0 

y � xa, � � 0,
� — íå öåëîå
îòðèöàòåëüíîå 
÷èñëî

x � 0 
y x

−1

2, x � 0

Область значения функции, заданной формулой 

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè E(f) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 
òåõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñàìà ôóíêöèÿ
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

×òîáû íàéòè E(f), íåîáõîäèìî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ 
êîòîðûõ f(x) � a èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

E(f) ìíîãî÷ëåíà ÷¸òíîé ñòåïåíè
ÿâëÿåòñÿ:
à) ïðîìåæóòîê [m; +*), ãäå m —
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà;

y

x
–4

y x –42

y � x2–4 
E(f) � [–4; +*)

á) ïðîìåæóòîê (–*; n], ãäå n —
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíê-
öèè

y

x

7
y x– 7x +2

y � –x2+7 
E(f) � (–*; 7]

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Примеры графических зависимостей, 
отражающих реальные процессы

I

U

I

1
à á

0

1
2
3

U

U = 3R

Çàêîí Îìà: ñèëà òîêà I âI öåïè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà íà-
ïðÿæåíèþ U è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ýëåêòðè÷åñêîìó 
ñîïðîòèâëåíèþ ó÷àñòêà öåïè R (à)

Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü, ò. å. I
U
R

� — ãèïåðáîëà (á)

12

3 4 5

6 18 6 18 6 182

6

10

14

18

22
24

24 12 24 12 24 t, ÷

Ò, °Ñ

                    
3 ñåíò.      4 ñåíò.     5 ñåíò.

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà íà ïðîòÿæåíèè ñóòîê 3,
4 è 5 ñåíòÿáðÿ.
Ïî îñè àáñöèññ — âðåìÿ ñóòîê â ÷àñàõ, t (÷).
Ïî îñè îðäèíàò — çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â ãðàäóñàõ, T (�Ñ)
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1 3 5 7 9 10

10

30

50

t, ìèí

V, ë

V(VV t) � 15+2,5t
à

1 3 5 7 9 10

10

30

50

t, ìèí

V, ë

V(VV t) � 50–5t
á

Ãðàôèê, íà êîòîðîì èçîáðàæ¸í ïðîöåññ íàïîëíåíèÿ áàêà
âîäîé (à). Ãðàôèê, íà êîòîðîì èçîáðàæ¸í ïðîöåññ âûòåêà-
íèÿ âîäû èç áàêà (á).
Ïî îñè àáñöèññ — âðåìÿ t â ìèíóòàõ, ïî îñè îðäèíàò —
îáú¸ì áàêà â ëèòðàõ

Обратная функция.
График обратной функции 

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ — ýòî
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ y � g(x),
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äàí-
íîé ôóíêöèè y � f(x), åñëè 
â îòíîøåíèè x � f(ó) âûðà-
çèòü y ÷åðåç x

y � x+8 è y � x–8 
y � ex è y � lnx

×òîáû íàéòè ôóíêöèþ, 
îáðàòíóþ äëÿ f(x), íóæíî:
1) â ñîîòíîøåíèè y � f(x)
çàìåíèòü x íà y, à y íà x;
x � f(y);
2) â âûðàæåíèè x � f(y) âû-
ðàçèòü y ÷åðåç x.
Ôóíêöèè f(x) è g(x) âçàèì-
íî îáðàòíû

Äëÿ ôóíêöèè y � 11–5x
íàéä¸ì îáðàòíóþ:
x � 11–5y; 5y � 11–x;

y
x= −11

5
.

Ôóíêöèè y � 11–5x è y �
x= −11

5
 âçàèìíî îáðàòíûå

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



1013.1. Определение функции, её графикр фу р ф

Óñëîâèå îáðàòèìîñòè ôóíê-
öèè — å¸ ìîíîòîííîñòü
(óáûâàåò èëè âîçðàñòàåò)

y � x2, âîçðàñòàåò íà ïðîìå-
æóòêå [0; +*).

Îáðàòíàÿ äëÿ íå¸: y x,

x � [0; +*) èëè y x,

x� (–*; 0]

Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ
ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé y � x2

y x2
y

x1

1

y
x

y
x

y
x

y= x

y e x
y

x

1
y xln

Преобразование графиков функций 

� –f(x)
y

x

y x

y x

0

Ñèììåòðèÿ îòíîñè-
òåëüíî îñè àáñöèññ

y � f(x) y

x

y= xy= –x

0

Ñèììåòðèÿ îòíîñè-
òåëüíî îñè îðäèíàò

g � f(x+a) y

x–2

y
x(
–

xx
3)

2

0

y
x

2

3

y
x

yy
(

+
xx

2
) 2

Ïåðåíîñ ãðàôèêà
y � f(a) ïî îñè àáñöèññ
íà –a åäèíèö

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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� f(x)+b y

x

y x –22

y x2

y x +32

–2

3

Ïåðåíîñ ãðàôèêà
y � f(a) ïî îñè îðäè-
íàò íà b åäèíèö

f(kx), k � 0
y

x0

1

y sinx–1
–

–2

– 3
2 2

3
2

y

x0

1

y sin x –1

– –2– 3
2

2
2
1

3
2

y

x0

1 y sin2x

–1

–

– 2– 3
2 2

3
2

à) ïðè 0 � k � 1 —
ðàñòÿæåíèå îò òî÷êè
(0; 0) âäîëü îñè àáñ-

öèññ â
1

k
 ðàç;

á) ïðè k � 1 — ñæàòèå
ê òî÷êå (0; 0) âäîëü
îñè àáñöèññ â k ðàç

y � kf(x), 
k � 0 

y

x0
11

y cosx–1
–

– 2

– 3
2 2

3
2

y

x0

1

y cosx –1

– – 2

– 3
2 22

1 3
2

2
1

y

x0

2

y 2cosx –2

– – 2

– 3
2 2

3
2

à) ïðè 0 � k � 1 ñæà-
òèå ê òî÷êå (0; 0)
âäîëü îñè îðäèíàò;

á) ïðè k � 1 ðàñòÿæå-
íèå îò òî÷êè (0; 0)
âäîëü îñè îðäèíàò

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû



1033.2. Элементарное исследование функцийр фу

y � |f(x)|

yy

x

–2 y x –22

y x –22

2

00

×àñòü ãðàôèêà â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè
è íà îñè àáñöèññ — 
áåç èçìåíåíèÿ; ÷àñòü 
ãðàôèêà â íèæíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè — ñèì-
ìåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Ox

y � f(|x|)

y

x

1
2
1( )2
1 x

y=

2
1( ))2
1 x

y=

×àñòü ãðàôèêà â ïðà-
âîé ïîëóïëîñêîñòè 
è íà îñè îðäèíàò —
áåç èçìåíåíèÿ; âìåñòî 
÷àñòè â ëåâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè ñòðîèì ñèì-
ìåòðè÷íóþ ïðàâîé îò-
íîñèòåëüíî îñè Oy

3.2. Элементарное исследование функций
Монотонность функции

y

x
00

f x( )x2

f x( )x1

x1 x2

y
fff(

)x

Ôóíêöèÿ y � f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå x,
åñëè äëÿ ëþáûõ x

1
 è x

2
 èç x: 

x
2
� x

1
� f(x

2
) � f(x

1
)

y

x
–3

y
x

yy
2

–xx
3

1,5
0

y

x
0

f x( )x2

f x( )x1

x1 x2

y
f

y
f

y
f(

)x

Ôóíêöèÿ y � f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþ-
ùåé íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå x, åñëè 
äëÿ ëþáûõ x

1
è x

2
 èç x: 

x
2
� x

1
� f(x

2
) � f(x

1
)

y

x0

3
1( )3
1 x

y=
1

yy

x

y x +12

0
11

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Åñëè ôóíêöèÿ òîëüêî âîçðàñòàåò èëè òîëüêî óáûâàåò íà 
äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîí-
íîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå

Чётность и нечётность функции

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåò-
ñÿ ÷¸òíîé, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî çíà÷åíèÿ x èç å¸ îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè çíà-
÷åíèå –x òîæå ïðèíàäëå-
æèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
è âûïîëíÿåòñÿ f(–x) � f(x)

y

f(x)f(–x)

xx–x

Ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíî-
ñèòåëüíî îñè Oy

y

x0

y x

y

x

y
x

2

0

y

x
0

y cosx

–

–2– 3
2

2
3
2

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
íå÷¸òíîé, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî çíà÷åíèÿ x èç å¸ îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ –x
òîæå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ è âûïîëíÿåò-
ñÿ f(–x) � –f(x)

y

x0

f x( )x

f x( )

x
–x

Ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò

y

x0

1
y sinx

–1

–

– 2

2

y

x0

y

x0



1053.2. Элементарное исследование функцийр фу

Нули функции. 
Промежутки знакопостоянства 

Íóëè ôóíêöèè — ýòî çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ðàâíî íóëþ: f(x) � 0

y f( )xy

x
0

x1

x2

Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñò-
âà — ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ âñå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëîæèòåëü-
íû (îòðèöàòåëüíû). ×òîáû èõ íàé-
òè, äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî 
f(x) � 0 èëè f(x) � 0

y

x
0x1

y f( )x
x2

x3
x4

–2 0

� �

� �
22

Экстремумы (минимумы и максимумы) функции

Òî÷êà x
0

— òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè 
äëÿ ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé (êðî-
ìå òî÷êè x

0
) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñò-

âî: f(x
0
) 
 f(x), ãäå

x
0
— òî÷êà ìàêñèìóìà;

f(x
0
) — ìàêñèìóì ôóíêöèè

yy

x0

f xf( ))xx0

y f( )x

x0

yy

x0

y xi ( )1

2
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Òî÷êà x
0

— òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè 
ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé (êðî-
ìå òî÷êè x

0
) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî f(x
0
) � f(x).

x
0
— òî÷êà ìèíèìóìà;

f(x
0
) — ìèíèìóì ôóíêöèè

yy

x0
f x( )x0

y f( )x

x0

yy

x
0 y

x
–
1

2

–1

Òî÷êè ýêñòðåìóìà — îáùèé òåðìèí, îáúåäèíÿþùèé òî÷êè
ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà

Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà íåêîòîðîì 
ïðîìåæóòêå (x

0
–-; x

0
) è óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà íåêîòîðîì

ïðîìåæóòêå [x
0
; x

0
+-), òî òî÷êà x

0
 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñè-

ìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(x) 

y

x
0

x0

x0
x0        

y

x
0 x0

x0
x0

Íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè (ìàêñèìóìà è ìèíèìó-
ìà) äëÿ ôóíêöèè y � f(x):
1. åñëè x

min
 — òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè, òî ìèíèìóì ýòîé

ôóíêöèè f
min

ff � f(x
min

).
2. åñëè x

max
 — òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè, òî ìàêñèìóì

ýòîé ôóíêöèè f
max

ff � f(x
max

)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



1073.2. Элементарное исследование функцийр фу

Наибольшее и наименьшее
значения функции 

a m b

y = f(x)
y

x

m b

y = f(x)
y

x

Ôóíêöèÿ y � f(x), îïðåäåë¸ííàÿ íà íå-
êîòîðîì ïðîìåæóòêå, äîñòèãàåò ñâîåãî
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà m èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, 
÷òî äëÿ âñåõ x ýòîãî ïðîìåæóòêà âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x) � f(m)

yy

x
0–2 2

4

yy

x
0–2 2

4

3

y –x +42++

a

m

b

y = f(x)
y

x

m b

y = f(x)
y

x

Ôóíêöèÿ y � f(x), îïðåäåë¸ííàÿ íà íå-
êîòîðîì ïðîìåæóòêå, äîñòèãàåò ñâîåãî
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà m èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, 
÷òî äëÿ âñåõ x ïðîìåæóòêà âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x) 
 f(m)

y

x0–3

3

3

y

x
0

3

31

1
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×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè 
íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè f(x), íóæíî: 
1) âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå ìèíèìó-
ìà (ìàêñèìóìà) íà ýòîì îòðåçêå; 
2) âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà;
3) èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë âûáðàòü íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå)

Ограниченность функции 

Ôóíêöèÿ y � f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ D(f), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C, ÷òî
|f(x)| � C äëÿ êàæäîé òî÷êè x � D(f).
Ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå x � D(f), ìîæåò áûòü
íåîãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Периодичность функции 

Ôóíêöèÿ y � f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñò-
âóåò òàêîå ÷èñëî T 
 0, ÷òî ïðè ëþáîì x èç îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè ÷èñëà (x–T) è (x+T) òàêæå ïðèíàäëåæèò 
ýòîé îáëàñòè è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x+T) � f(x–T) � f(x),
ãäå T — ïåðèîä ôóíêöèè

y

x
0 T 2T–T 3T

Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x) èìååò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé 
ïåðèîä T, òî ôóíêöèÿ y � f(kx+b) èìååò ïåðèîä 

T
T
k1TT �

Чтение графиков функций 

×òåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè — ýòî îïèñàíèå ñâîéñòâ ôóíê-
öèè ïî å¸ ãðàôèêó



1093.2. Элементарное исследование функцийр фу

Ïëàí îïèñàíèÿ ôóíêöèè Ïðèìåð

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè D(x) (ìíîæåñòâî 
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííîé x)
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñè x

y = f(x)

y

x1

1

–2

–2

–3

–4

2

2
3
4

3

4

D(f) � [–4; 4]

2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ôóíêöèè E(f) — îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî îñè y

E(f) � [–2; 4]

3. ×¸òíîñòü èëè íå÷¸òíîñòü
ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè 
÷¸òíîé, íè íå÷¸òíîé

4. Íàèáîëüøåå, íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè y � 4 ïðè x � 2.
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè y � –2,5 ïðè 
x � –2,5

5. Íóëè ôóíêöèè (f(x) � 0) Íóëè: x
1
� –0,5; x

2
� 3,5

6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòî-
ÿíñòâà (f(x) � 0 è f(x) � 0)

f(x) � 0 ïðè x � (–0,5; 3,5);
f(x) � 0 ïðè 
x � [–4; –0,5) � (3,5; 4]

7. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòà-
íèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè

f(x) âîçðàñòàåò ïðè
x � (–2,5; 2); 
óáûâàåò ïðè
x � (–4; –2,5) è (2; 4]



110 Раздел 3. Функцииу

Ïëàí îïèñàíèÿ ôóíêöèè Ïðèìåð

8. Ýêñòðåìóìû (ìèíèìóì 
è ìàêñèìóì)

Ìàêñèìóì:
f(õ)

max
 = 4, ïðè õ = 2;

ìèíèìóì:
f(õ)

min
 = –2, ïðè õ = –2;

3.3. Основные элементарные функции

Линейная функция, её свойства и график

Ôóíêöèÿ âèäà y � kx+b, ãäå k è b — ÷èñëà, à x — ïåðåìåí-
íàÿ, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé.
Ãðàôèêîì ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ

Геометрический смысл коэффициентов k иk b

Êîýôôèöèåíò k (óãëîâîé êîýôôèöè-
åíò) îòâå÷àåò çà íàêëîí ãðàôèêà ôóíê-
öèè: 
à) k � 0 � 0� � � � 90�
Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò;
á) k � 0 � 90� � � � 180�
Ôóíêöèÿ óáûâàåò

y

x
y

kx
b

y
kx

b
x

b

0

y

x
y

kx
b

y
x

b

0

Êîýôôèöèåíò b îòâå÷àåò çà ñäâèã
ãðàôèêà âäîëü îñè Oy:
à) b � 0, y � kx+b ïîëó÷àåòñÿ ïóò¸ì
ñäâèãà ãðàôèêà y � kx ââåðõ íà b åäè-
íèö âäîëü îñè Oy;
á) b � 0, y � kx+b ïîëó÷àåòñÿ ïóò¸ì
ñäâèãà ãðàôèêà y � kx íà |b| åäèíèö
âíèç âäîëü îñè Oy

y

x0

y
x

yy

–
44

y
x

yy

y
x

yy

+
2

–4

2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

ïðè k � 0

ïðè k � 0



1113.3. Основные элементарные функциир фу

Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ñèòóàöèè

1. k �� 0, b �� 0; 0�� �� �� �� 90��

y

b

x0

y = kx + b
α

2. k �� 0, b �� 0; 90���� �� << 180��

y

x0

y = kx + b

αb

3. k �� 0, b �� 0; 0��� �� < 90��

y

x0

y = kx + b

α

b

4. k �� 0, b �� 0; 90���� �� << 180��

y

x0

y = kx + b

α

b

y � kx
y � kx+b; b � 0; k 
 0
Ãðàôèê ïðÿìîé ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè. Ïðÿìàÿ ïðîõî-
äèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

y

x
k>0

0 k<
0

à) y � b
y � kx+b; b 
 0; k � 0.
Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè
Ox; 
á) y � kx+b; b � 0; k � 0;
y � 0.
Ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ 
Ox

y b b>b; 0
y

x
0

y= 0

y b b; <b 0
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Свойства графика линейной функции

Ñâîéñòâà k �� 0 k �� 0

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè ñîñòîèò èç âñåõ
÷èñåë

y � 3x–2 y � –2x+3

x � R

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé (k 
 0)
ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë.
Åñëè k � 0, òî y � b —
åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå

y � R

3. k � 0 — âîçðàñòàåò;
k � 0 — óáûâàåò

âîçðàñòàåò óáûâàåò

4. Åñëè b � 0, òî y � kx —
ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ

ýêñòðåìóìîâ íåò

5. Ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷-
êå (0; b); îñü Ox — â òî÷êå

−⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠⎠⎠
⎞⎞b

k
; ,

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

0 k 
 0

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 
ñ îñÿìè

(0; 2); 

2

3
0;

⎛
⎝
⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎟
⎞⎞
⎠⎠

(0; 3);
 (1,5; 0) 

Взаимное расположение графиков линейных функций

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè
äâóõ ïðÿìûõ y � k

1
x+b

1

è y � k
2
x+b

2
:

ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé 
ïàðàëëåëüíû, åñëè
k

1
� k

2

y

x0

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿð-
íîñòè ïðÿìûõ y � k

1
x+b

1

è y � k
2
x+b

2
:

ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé 
ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè

k
1
� k

2
� –1 k

k2k
1kk
1= −

y

x
0
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Функция, описывающая обратно пропорциональную
зависимость 

Ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé âèäà y
k
x

� ,

ãäå x — íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, k — íåêîòîðîå ÷èñëî,
îòëè÷íîå îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòüþ

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y
k
x

����

k �� 0 k �� 0

y

x0

III

III IV

y

x0

III

III IV

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, êðîìå x � 0.
D(f) � (–*; 0) � (0; +*)

2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 
÷èñåë, êðîìå y � 0.
E(f) � (–*; 0) � (0; +*)

3. Íå÷¸òíàÿ. Ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 
êîîðäèíàò

4. Ãðàôèê ôóíêöèè — ãèïåðáîëà. Ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé

5. Ãðàôèê ëåæèò â I 
è III êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåð-
òÿõ.
Ïðè x > 0 y > 0; ïðè x < 0 
y < 0

5. Ãðàôèê ëåæèò âî II è IV
êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ.
Ïðè x > 0 y < 0; ïðè x < 0 
y > 0
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k �� 0 k �� 0

6. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å.
ïðè x � (–*; 0) � (0; +*)

6. Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, 
ò. å. ïðè x � (–*; 0) � (0; +*)

Дробно-линейная функция, её свойства и график 

Ôóíêöèÿ âèäà y
ax b
cx d

= +
+

, ãäå a, b, c, d — ïîñòîÿííûå, 

ïðè÷¸ì c 
 0, íàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé.

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå x
d
c

= − .

Äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

y n
k

x m
= +n

+
,  ãäå m

d
c

� , n
a
c

� .

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè — ýòî
ãèïåðáîëà, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèãîì ãèïåðáîëû 

y
k
x

�  íà –m åäèíèö âäîëü îñè Ox è íà n åäèíèö âäîëü 

îñè Oy

Ãðàôèê ôóíêöèè y
x

x
= −

+
2

1
(x 
 –1).

−
+

= − +
+

=2

1

2 2− 2

1

x
x

x
x

= −
+

+
+

=
+

−2

1

2

1

2

1
2

x x+ 1 x
( )1+x

.

Òî åñòü ãðàôèê y
x

x
= −

+
2

1
 èëè 

y
x

=
+

−2

1
2 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà-

ôèêà y
x

� 2
 ïóò¸ì ñäâèãà ïî

îñè Ox íà 1 åäèíèöó âëåâî
è ïî îñè Oy íà 2 åäèíèöû âíèç

y

x
0

1
2
3

y
x

x
= −

+
2

1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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y
x
x

= +
−

1

2
 (x 
 2) 

x
x

x
x

+
−

= − +
−

=1

2

2 2+ 1

2

x
x x x

= − +
−

=
−

+2

2

3

2

3

2
1

Ãðàôèê y
x
x

= +
−

1

2
 èëè 

y
x

=
−

+3

2
1 ïîëó÷àåòñÿ 

ïóò¸ì ñäâèãà íà 2 åäèíèöû
âïðàâî âäîëü îñè Ox è íà 
1 åäèíèöó ââåðõ âäîëü îñè
Oy (x 
 2)

y

x0

1

2

2
3

y
x
x

= +
−

1

2

Квадратичная функция, 
её свойства и график 

y � ax2+bx+c, ãäå a, b, c — íåêîòîðûå ÷èñ-
ëà (a 
 0), x — ïåðåìåííàÿ, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y � x2

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ —
âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà: 
D(f) � R.
2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E(f) �
� [0; +*).
3. Ãðàôèêîì ôóíêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ïàðàáîëà. Âåðøèíà ïà-
ðàáîëû — (0; 0).
4. f(ff x)>0 ïðè x � (–*; 0) �
� (0; +*); îòðèöàòåëüíûõ 
çíà÷åíèé íåò.

y

x1

1

4

9

2 30

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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. ×¸òíàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî

îñè Oy.

6. Âîçðàñòàåò ïðè x � [0; +*);

óáûâàåò ïðè x � (–*; 0]

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y � ax2+bx+c

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ —

âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà: 

D(f) � R.

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé:
& åñëè a > 0, òî E(f):

[y
0
; +*);

& åñëè a < 0, òî E(f):
(–*; y

0
], ãäå (x

0
; y

0
) — êî-

îðäèíàòû âåðøèíû ïàðà-
áîëû.

3. Ïðè b � 0 ôóíêöèÿ y � ax2+

+c — ÷¸òíàÿ, b 
 0 — îáùå-

ãî âèäà.

4. Ãðàôèêîì ôóíêöèè ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðàáîëà. Âåðøèíà ïà-

ðàáîëû — òî÷êà (m; n), ãäå

m
b
a

= −
2

; n
b ac

a
= −

2 4

4
.  Êî-

îðäèíàòó òî÷êè n ìîæíî çà-

ïèñàòü è òàê:

n � am2+bm+c.
5. Ïðè a>0 ôóíêöèÿ óáûâàåò 

íà (–*; x
0
] è âîçðàñòàåò íà

[x
0
; +*), ãäå x m

b
a0 2

=m − .

y

a > 0

x0

y

a < 0

x0

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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6. Îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû:

x m
b
a

=m −
2

.

7. Åñëè a > 0, âåòâè ïàðàáîëû
íàïðàâëåíû ââåðõ, a < 0 — 
âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû 
âíèç

Основные способы построения параболы 

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òî÷êàì
(âåðøèíà, íóëè, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy)

Àëãîðèòì Ïðèìåð

1. Ïîñòðîèòü âåðøèíó ïà-
ðàáîëû (m; n), âû÷èñëèâ m

è n ïî ôîðìóëàì: m
b
a

= −
2

è n � am2+bm+c.
2. Ïðîâåñòè ÷åðåç âåðøèíó
ïàðàáîëû ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ îñè Oy, îñü ñèììå-
òðèè ïàðàáîëû, x � m.
3. Íóëè ôóíêöèè: ax2+
+bx+c � 0. x

1
 è x

2
— êîðíè

óðàâíåíèÿ.
4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ
Oy: (0; C). Îòìåòèòü å¸ íà
îñè Oy.
5. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íàé-
òè äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè.
6. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ÷åðåç 
íàéäåííûå òî÷êè

Ïîñòðîèòü ãðàôèê
y � x2–3x+2 

1. m
b
a

= − = =
2

3

2
1 5, ;5

n � 1,52–3 �1,5+2 � –0,25.
2. Îñü ñèììåòðèè: x � 1,5.
3. Íóëè ôóíêöèè
x2–3x+2 � 0; x

1
� 1; x

2
� 2.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñüþ Oy: (0; 2).

y

x1

0,5

1,5

1

2

220

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ìåòîäîì 
âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà è ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì

Ôóíêöèþy�ax2+bx+c ïðè-
âåñòè ê âèäó y � a(x–m)2+
+n. Äàëåå — ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ ãðàôèêà y �
� ax2 íà m åäèíèö âäîëü 
îñè Ox, íà n åäèíèö ïî îñè 
Oy

y

x
–1

–1

–2
–3

–3–5

–4

1

0

y � –x2–6x–10
–x2–6x–10 �
� –(x2+6x+10) �
� –(x2+6x+9+1) �
� –(x+3)2  –1.
Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðà-
ôèêà y � –x2 íà –3 åäèíè-
öû âäîëü îñè Ox è íà –1 ïî
îñè Oy

Степенная функция, её свойства и график

Ôóíêöèÿ âèäà y � xa, ãäå 
� — äåéñòâèòåëüíîå ÷è-
ñëî, íàçûâàåòñÿ ñòåïåí-
íîé

Åñëè � � 0, òî y x
x

= =
≠

⎧
⎨
⎧⎧
⎩
⎨⎨

0 1
0

,
.

y x
y

x0

1

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñòåïåííîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ õàðàêòåðèñòèêè:
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(y);
2) îáëàñòü çíà÷åíèé: E(y);
3) ÷¸òíîñòü èëè íå÷¸òíîñòü;
4) âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
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Тригонометрические функции, их свойства и графики

Ãðàôèê ôóíêöèè y � sinx (ñèíóñîèäà)

y

x
0

1
π

π
–1

–

– π
2

– 3π
2

π
2

3π
2

2π 3ππ5π
2

–2π

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y � sinx

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x � R (x — ëþáîå ÷èñëî)

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé y � [–1; 1]

3. Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ sin(–x) � –sinx

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ

T � 2�

5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñÿìè êîîðäèíàò

(�k; 0), k � Z

6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïî-
ñòîÿíñòâà

sinx � 0 ïðè
x � (2�k, �+2�k), k � Z; 
sinx � 0 ïðè 
x � (�+2�k; 2�+2�k), k � Z

7. Ïðîìåæóòêè âîçðà-
ñòàíèÿ è óáûâàíèÿ y �
� sinx

Âîçðàñòàåò íà

− +⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎦⎦⎥
⎤⎤ ∈π π π

2
2

2
2k +π

kπ2 k; ,
⎦⎥⎦⎦

π
2

k+ π2 ;Ζ

óáûâàåò íà

π π π
2

2
3

2
2+ π2

⎡
⎣⎢
⎡⎡
⎣⎣

⎤
⎦⎥
⎤⎤
⎦⎦

∈k k
π π3

2+ k; ,π
2 ⎦⎥⎦⎦

kπ2+ Ζ

8. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè

1 ïðè x k ∈π
2

2 ,kπ Ζ

9. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè

–1 ïðè x k ∈k
π
2

2 ,kkπ Ζ
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Ãðàôèê ôóíêöèè y � cosx (êîñèíóñîèäà) 

y

x0
π

1

–1
–π

– π
2

– 3π
2

π
2

3π
2

2π

–2π

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y � cosx

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x � R

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé y � [–1; 1]

3. Ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ cos(–x) � cosx

4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ

T � 2�

5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñÿìè êîîðäèíàò (0; 1) è

π π
2

0+⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈k k0
⎞⎞⎞

; ,0⎠⎠⎠0
⎞
⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ Ζ

6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïî-
ñòîÿíñòâà

cosx � 0 ïðè 

kx k k+k
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π π π

2
2

2
2; ,k+ ⎠⎠⎠π

2
2 ;Ζ

cosx � 0 ïðè 

x k k k+⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π π π

2
2

3

2
2; ,k+ ⎠⎠⎠π

2
2 Ζ

7. Ïðîìåæóòêè âîçðàñ-
òàíèÿ è óáûâàíèÿ

cosx âîçðàñòàåò íà [�+2�k;
2�+2�k], k � Z; 
cosx óáûâàåò íà [2�k; �+2�k],
k � Z

8. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè

1 ïðè x � 2�k, k � Z

9. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè

–1 ïðè x � �+2�k, k � Z
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Ãðàôèê è ñâîéñòâà ôóíêöèè y � tgx (òàíãåíñîèäà)

y

x0
π–π

– π
2

π
2

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: x k k≠ ∈π π
2

, .k ∈Ζ

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé: y � R.
3. Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ, tg(–x) � –tgx.
4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ, T � �.
5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò: (�k; 0), k � Z.
6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:

tgx � 0 ïðè x k k k+k
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎠⎠
⎞⎞ ∈π π π ,; k+ ⎠⎠⎠π ;

2
Ζ

tgx � 0 ïðè kx k k
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π πk

2
,; k⎠⎠⎠π .Ζ

7. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ:
tgx âîçðàñòàåò íà êàæäîì ïðîìåæóòêå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ − +⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π π

2 2
k k+π π k; ,

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞π

2
k+ π .Ζ

8. Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íåò

Ãðàôèê è ñâîéñòâà ôóíêöèè y � ctgx (êîòàíãåíñîèäà)

y

x0
π–π

– π
2

π
2

2π
3π
2
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1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: x 
 �k, k � Z.
2. Îáëàñòü çíà÷åíèé: y � R.
3. Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ, ctg(–x) � –ctgx.
4. Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T � �.
5. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò:

ñ îñüþ Oy — íåò; ñ îñüþ Ox: 
π π
2

0+⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈k k0
⎞⎞⎞

; ,0⎠⎠⎠0
⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

.Ζ

6. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:

ctgx � 0 ïðè x k k k+k
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π π; ,k+ ⎠⎠⎠π ;

2
Ζ

ctgx � 0 ïðè x k k k+⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠ ∈π π πk π

2
; ,k+ ⎠⎠⎠π π .Ζ

7. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ:
ôóíêöèÿ ctgx óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ñâîåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: (�k; �+�k), k � Z.
8. Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íåò

Показательная функция, её свойства и график

Ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà y � ax,
ãäå a � 0 è a 
 1

Ãðàôèê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

a � 1 0 � a � 1

x

y

0

1 y ax

x

y

0

1
y ax

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(ax) � R.
2. Îáëàñòü çíà÷åíèé: E(ax) (0; +*), òî åñòü y � 0.
3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.
4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò:

ñ îñüþ Oy: (0; 1); ñ îñüþ Ox — íåò.
5. Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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� 1 0 � a � 1

Ïðè a � 1 ôóíêöèÿ âîçðà-
ñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ

Ïðè 0 � a � 1 ôóíêöèÿ óáû-
âàåò íà âñåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ

6. Äëÿ âñåõ x � R (y) � 0. Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèÿ íåò

Логарифмическая функция, её свойства и график

Ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà
y � logax, ãäå a � 0, a 
 1

Ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè

Ôóíêöèè y � ax è y � logax (a � 0, a 
 1) âçàèìíî îáðàò-
íûå, ïîýòîìó èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìîé y � x

a � 1 0 � a � 1

x

y

0

1y ax
y xl ga

1
y

x
y

x
y

x
x

y

0

1

0 y xl ga

y
x

y
x

y
x

Ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: x � 0; D(logax) � (0; +*).
2. Îáëàñòü çíà÷åíèé: y � R; E(logax) � R.
3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.
4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò: ñ îñüþ Oy — íåò;
ñ îñüþ Ox — (1; 0)

a � 1 0 � a � 1

Ôóíêöèÿ logax âîçðàñòàåò
ïðè a � 1 íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèÿ logax óáûâàåò ïðè
0 � a � 1 íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà

a � 1 0 � a � 1

logax � 0 ïðè x � 1;
logax � 0 ïðè 0 � x � 1

logax � 0 ïðè 0 � x � 1;
logax � 0 ïðè x � 1

6. Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íåò 

Числовые последовательности. Прогрессии

Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â ñîîòâåò-
ñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî an, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷è-
ñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 

a
1
; a

2
; a

3
; a

4
; …; an; …

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà a
n

an � f(n)
âûðàæàåò ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè â çàâèñèìîñòè îò
èõ íîìåðà

an � n2+1
a

5
� 52+1 � 26 

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà âû-
ðàæàåò ëþáîé ÷ëåí ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî, ÷åðåç ïðåäû-
äóùèå ÷ëåíû

an+1
� an–1,5

a
1
� 17; a

2
� 17–1,5 � 15,5;

a
3
� 15,5–1,5 � 14;

a
4
� 14–1,5 � 12,5 è ò. ä.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî 
àðãóìåíòà f(x)

Íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñóììû

1 2 3
2

+ +2 =( )11
( )1−n(

1+3+5+…+(2n–3)+(2n–1) � n2

2+4+6+…+(2n–2)+2n � n(n+1)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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1 3
6

2 22 2 2 2+ +222 +2 =( )111
( )1+ 1 ( )2 1+2

n+2)111
n(

1 5
3

2 22 2 2
2

+ +222 =( )2 12 1− 1
( )4 12n(4

1 3
4

3 32 3 3 3
2 2

+ +232 +3 =( )111
( )11+

n+3)111
n2(

13+33+53+…+(2n–1)3 � n2(2n2–1)

Арифметическая прогрессия (АП)

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ (ÀÏ) — ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü a

1
; a

2
; a

3
; …, êàæäûé

÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî, ïîëó÷àåòñÿ ïóò¸ì
ïðèáàâëåíèÿ ê ïðåäûäó-
ùåìó ïîñòîÿííîãî ÷èñëà d
(ðàçíîñòü ïðîãðåññèè(( ).

an+1
� an+d, n � N

2; 4; 6; 8; …; a
1
� 2, d � 2 — 

âîçðàñòàþùàÿ ïðîãðåññèÿ
–10; –10,5; –11; –11,5; …; 
a

1
� –10; d � –0,5 — óáûâà-

þùàÿ ïðîãðåññèÿ

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÀÏ

Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà an � a
1
+(n–1)d, n � N

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîé-
ñòâî a

a a
n

n n=
+ 1a +ana
2

Ñâîéñòâî äâóõ ÷ëåíîâ ÀÏ ak+al � an+am,
åñëè k+ l � n+m

Ôîðìóëà ñóììû n ïåðâûõ
÷ëåíîâ ÀÏ S

n
n

n=
⋅( )a an+ an1

2
 èëè 

S
a d

nn = ⋅
2a +

2
1 ( )nn 1−n

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Геометрическая прогрессия (ГП)

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ (ÃÏ) — ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, êàæäûé
÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, óì-
íîæåííîìó íà îäíî è òî æå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.
Ýòî ïîñòîÿííîå ÷èñëî q — çíàìåíàòåëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà ÃÏ bn � b
1
�qn–1, n � N

q
b
b
n

n

= +1

Ïðèçíàê ÃÏ b b b nn nb n
2

1 1b⋅b 1 ∈−1 bn , Ν

Îáîáù¸ííûé ïðèçíàê ÃÏ a a a kk ka n ka n
2 ⋅aka ∈− +n ka , ,k ∈ Ν Νn ∈n,

Ñâîéñòâî äâóõ ÷ëåíîâ
ÃÏ 

ak �al � an �am, åñëè k+ l � n+m

Ôîðìóëà ñóììû
n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ÃÏ S

b q b
qn
n=

−
−

1bb
1

 èëè S
b q

qn

n

=
−

1bb
1

( )qn − 1

(óäîáíî ïðè q � 1)

S
b b q

q
b q

qn
n

n

=
−

=
−

1 1b bb q bn =
1 1

( )qn1

(óäîáíî ïðè q � 1)

Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Áåñêîíå÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, çíàìåíàòåëü êî-
òîðîé ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû (|q| � 1), íàçûâàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íî óáûâàþùåé

Ñóììà áåñêîíå÷íî óáû-
âàþùåé ÃÏ S

b
q

=
−
1b

1
;  |q| � 1

Ôîðìóëó S
b

q
=

−1
 èñïîëüçóþò äëÿ çàïèñè áåñêîíå÷íîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé äðîáè â âèäå äåñÿòè÷íîé
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НАЧАЛА  
МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

4.1. Производная

Определение производной

Ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè y � f(ff x) â òî÷êå x

0

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îò-
íîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ
ôóíêöèè .y ê ïðèðàùå-
íèþ àðãóìåíòà .x, ïðè
óñëîâèè, ÷òî .x ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ.

′ ′ =
→

y f′ = y
xx

( )x lim =y
0

0Δ

Δ
Δ

f x x f−
x

l= im
( +x ( )x0 0f)+ x (x

Δ

x

y

0

y
f

y
f(

))x

0
y
0

0x

y y
0

yy

x x
0

x

y
x

x
0

— íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àð-
ãóìåíòà;
.x — ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà; 
.y � f(x

0
+.x)–f(x

0
) — ïðèðà-

ùåíèå ôóíêöèè

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì

Таблица производных 

Ôóíêöèÿ f(ff x)

Ïðîèç-
âîäíàÿ 

f�(x)
Ôóíêöèÿ f(ff x)

Ïðîèçâîä-
íàÿ f��(x)

C (const) 0 cosx –sinx

kx+b k tgx,

x n n≠ + ∈π π
2

, Ζ

1
2cos x

xn n �xn–1 ctgx, x 
 �n,
n � Z

� 1
2sin x

x, x � 0 1

2 x

arcsinx, |x| � 1 1

1 2� x

4
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f(ff x)

Ïðîèç-
âîäíàÿ 

f�(x)
Ôóíêöèÿ f(ff x)

Ïðîèçâîä-
íàÿ f��(x)

1

x
 (x 
 0) � 1

2x

arccosx, |x| � 1
�

�

1

1 2x

1

xn  (x 
 0) − +
n

xn 1

arctgx 1

1 2� x

sinx cosx arcctgx
−

+
1

1 2x

ex ex lnx 1

x

ax ax lna logax 1

x al

Основные правила дифференцирования 

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü
ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê 
ïðîèçâîäíîé

C � (u(x))� � C �u�(x)

Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ôóíê-
öèé ðàâíà ñóììå èõ ïðîèç-
âîäíûõ

(u+v)� � u�+v�

Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ (u �v)� � u�v+v�u

Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè u
v

u v v u

v
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= ′ − ′
2

 (v 
 0);

1
2v

v

v
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= − ′

Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè

(u(v(x)))� � u�(v(x)) �v�(x)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Способы вычисления производной

Ïîñòîÿííûé
ìíîæèòåëü
ìîæíî âûíî-
ñèòü çà çíàê
ïðîèçâîäíîé

(7x5)� � 7 � (x5)� � 7 �5x4 � 35x4

(xn)� � n �xn–1 x25 � 25 �x25–1 � 25x24

1
1x

n

xn

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= −
+

1 10 10
10 10 1 11x x10 x

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= − = −+

(u+v)� � u�+v�
cos (cos ) x)( )′ ′ + ( )′ =

sinx
x

= − + 1

2

(u �v)� �
� u�v+v�u

(x2 �sinx)� � (x2)� �sinx+(sinx)� �x2 �
� 2x sinx+x2 cosx

u
v

u v v u

v
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= ′ − ′
2

,

v 
 0

3 2

x
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

=
sin

2 x
= ′ ′ =( )3 22 sin (x − sin )x ( )3 23

sin

= +3 3 2
2

n ( ) cos

sin

x3− x

x

(sinu)� � cosu �u� (sin17x)� � cos17x � (17x)� � 17 cos17x

si cn os
3

2 6

3

2 6

3

2 6

x x+⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

⎛

⎝
⎜
⎛⎛

⎝⎝

⎞

⎠
⎟
⎞⎞

⎠⎠

′
+⎛

⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞
⎠⎠

′
+⎛

⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

=π π3x3⎞⎞⎞⎞⎞⎞ ⎛⎛⎛ π

+= ⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞3

2

3

2 6
cos

x π

(cosu)� �
� –sinu �u� cos sin

x x
i

3

1

3 3

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞
⎠⎠

′
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(tg )
cos

;
u

u
′ =

′
2

(ctg )
sin

u
u

u
′ = − ′

2

(tg )
cos

;
4

42 x
′ = ctg

sin

x
x2

1

2
2

2

⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= −

1
2u

u

u
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= − ′ 1

2

2 2
2

2

2 2 2 2x x22

x

+
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ = − ′ = −( )22x x22 +

( )2 2x x22 2 ( )2 2x x22 2

u
u

u
( )′ = ′

2 x x

2

22 x2 5
( )x2 2 5x+ 2x

′
= ′

+xx
=( )x2 2 5x+ 2x

x

x x2

2 2x

2 2x2x 5
= +

+x2

1
1u

n u

un nu
⎛
⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ ′

= − ′
+

1 6
6 7( )3 7

( )3 7

( )3 73 7 7)77

⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

′
= −6 ′ =

6 3 18
7 7( )3 7 ( )3 73 7(3

= −6 = −

(aux)� �
� u�(x) �au(x) � lna

(acosx)� � acosx lna � (cosx)� �
� –acosx lna � (sinx)

(log ( ))a u( ′ =

( )

l

u (

u aln
= ′

(log ( ))
( )

( ) ln3
2

2

2 ) ln3
′ = ′ =

( ) ln2(

2 3

3
=

Геометрический смысл производной.
Уравнение касательной

Åñëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè y � f(x) â òî÷-
êå x � a ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ,
íåïàðàëëåëüíóþ îñè y, òî f�(a) — óãëî-
âîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé:
k � f�(a); f�(a) � tg� x

y

0

f x( )x

α

M

a

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y � f(ff x)

Óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä: y � kx+b.
k � f�(a), òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x � a
y � f(a)+f�(a)(x–a)

Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé

y � f(x). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé â òî÷êå x

0
� a

y x; x
0
� 1

1. Âû÷èñëèòü f(a) f a f( )a ( )� f( �1) �) 1

2. Íàéòè f�(x) è âû÷èñëèòü f�(a)
′ =f x′

x
( )x ;

1

2

′ = ′ = =f a′ f( )a ( )
1

2 1

1

2

3. Ïîäñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷å-
íèÿ â ôîðìóëó y � f(a)+f�(a)(x–a)

y x1
1

2
( )x − 1 ;

y x +1
1

2

1

2
;

y x +1

2

3

2
 èëè 

y � –0,5x+1,5

Физический (механический) смысл производной 

Ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðè-
çóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ 
ôóíêöèé ïðè èçìåíåíèè 
àðãóìåíòà.
Åñëè ïðîöåññ ïðîòåêàåò ïî
çàêîíó s � s(t), òî s�(t) —
ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ ïðî-
öåññà â ìîìåíò âðåìåíè t

s � s(t) — çàâèñèìîñòü ïðîé-
äåííîãî ïóòè îò âðåìåíè; 
v � s�(t) — ñêîðîñòü ïðÿìî-
ëèíåéíîãî äâèæåíèÿ; 
a � v�(t) — óñêîðåíèå ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ
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Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ — ýòî
ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîä-
íîé

y � f(x)
y� � f�(x)
y� � (f�(x))� � (y�)�

Åñëè óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ çàäàíî ôóíêöèåé, òî
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé 
ôóíêöèè äàñò ñêîðîñòü, çà-
äàííóþ ôóíêöèåé, à âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ äàñò óñêî-
ðåíèå, çàäàííîå ôóíêöèåé

a � v�(t) � s�(t)

4.2. Исследование функции 
с помощью производной

Исследование функции на монотонность

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå

x

y

0a x
1 bx

2

f x( )x1

f x( )x2

y f( )x Ôóíêöèÿ y � f(x) âîçðàñòàåò íà 
ïðîìåæóòêå (a; b) � x

1
� x

2
�

f(ff x
1
) � f(ff x

2
) äëÿ âñåõ x

1
, x

2
� (a; b)

x

y

0a x
1 bx

2

f x( )x1

f x( ))x2

Ôóíêöèÿ y � f(x) óáûâàåò íà 
ïðîìåæóòêå (a; b) �
x

1
� x

2
� f(x

1
) � f(x

2
)

äëÿ âñåõ x
1
, x

2
� (a; b)

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
âîçðàñòàíèÿ (óáûâà-
íèÿ) ôóíêöèè

Åñëè f�(x) � 0 äëÿ âñåõ
x � (a; b) � ôóíêöèÿ f(x) âîçðà-
ñòàåò íà ïðîìåæóòêå (a; b).
Åñëè f�(x) � 0 äëÿ âñåõ
x � (a; b) � ôóíêöèÿ f(x) óáûâà-
åò íà ïðîìåæóòêå (a; b)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



136 Раздел 3. Начала математического анализа 

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå

Íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ïîñòî-
ÿíñòâà ôóíêöèè

x

y

0a b

y f( )x

Åñëè f�(x) � 0 äëÿ âñåõ
x � (a; b) � ôóíêöèÿ f(x)
ïîñòîÿííà íà ïðîìåæóòêå (a; b)

Нахождение промежутков возрастания и убывания 
функции 

y
x x
x

= +
−

2 6

2

1. Íàéòè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè

D(y) � (–*; 2) � (2; +*)

2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ, 
ðàçëîæèòü íà ìíîæèòå-
ëè (åñëè âîçìîæíî)

′ = ⋅ =y
( )( )−x ( )x

( )−x

+x + −) ( +x + 12

2

= =x x−2

2 2

4 1−x 2

( )−x 2

( )+x + 2 ( )6−x

( )−xx 2

3. Èññëåäîâàòü çíàê
ïðîèçâîäíîé ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ

–2 2 6 y

4. Âûáðàòü ïðîìåæóòêè,
ãäå f�(x) � 0 è f�(x) � 0

f�(x) � 0 ïðè 
x � (–*; –2) � (6; +*);
f�(x) � 0 ïðè x � (–2; 2) � (2; 6)

5. Åñëè ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà íà êîíöàõ
ïðîìåæóòêà, èõ ìîæ-
íî ïðèñîåäèíèòü ê ïðî-
ìåæóòêó âîçðàñòàíèÿ
(óáûâàíèÿ)

Âîçðàñòàåò íà (–*; –2] è [6; +*);
óáûâàåò íà [–2; 2) è (2; 6]

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



1374.2. Исследование функции с помощью производной фу р

Экстремумы функции 

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè 

Åñëè y � f(x) íåïðåðûâíà,
à òî÷êà x

0
� D(y), òî f�(x

0
) � 0�

èëè f�(x
0
) — íå ñóùåñòâóåò,

x
0
— êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

y

x0

f x( )x 0=0

x0

y

x0

f x( )x — íå0

x0

ñóùåñòâóåò

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Åñëè y � f(x) èìååò ýêñòðå-
ìóì â òî÷êå x

0
, òî x

0
— êðè-

òè÷åñêàÿ òî÷êà.
Îäíàêî íå êàæäàÿ êðèòè÷å-
ñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ýêñòðåìóìà.
f�(x

0
) � 0 è f�(x

0
) — íå ñóùåñò-

âóåò, íî x
0
 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êîé ýêñòðåìóìà

y

x0 x0

f x( )x 0=0

y

x
0

f x( )x — íå0

x0

ñóùåñòâóåò

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Ïåðâûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà
Åñëè x

0
— êðèòè÷åñêàÿ òî÷-

êà ôóíêöèè y � f(x) (f�(x
0
) � 0 

èëè f�(x
0
) — íå ñóùåñòâóåò) è

à) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x
0
 ïðî-

èçâîäíàÿ f�(x
0
) ìåíÿåò çíàê 

ñ «+» íà «–», òî x
0

— òî÷êà
ìàêñèìóìà 

y

x0 x0

f x( )x 0=0

y

x0 x0

f x( )x — íå0 ñóùåñòâóåò
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f x( )x0
x0

á) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x
0
 ïðî-

èçâîäíàÿ f�(x) ìåíÿåò çíàê
ñ «–» íà «+», òî x

0
— òî÷êà

ìèíèìóìà.

x0

Âòîðîé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà
Åñëè f�(x

0
) � 0 è f�(x

0
) � 0 �

x
0
— òî÷êà ìàêñèìóìà.

Åñëè f�(x
0
) � 0 è f�(x

0
) � 0 �

x
0
— òî÷êà ìèíèìóìà 

y

x0

x0

f x( )x 0=0

y

x0 x0

f x( )x — íå0
ñóùåñòâóåò

Íàõîæäåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé

f x x( )x = 2 9x2x3 2x9+

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè

2x3+9x2 
 0; x2(2x+9) 
 0;
D(f) � [–4,5; +*)

–4,5 0 x

2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ
′ = =f x′ x

x x+
( )x

6 1+x + 8

2 2 9

2

3 2+ x+ 9

=
x

( )

( )

3x( +x

+x2

3. Íàéòè êðèòè÷åñêèå 
òî÷êè

f�(x) íå ñóùåñòâóåò, åñëè
x � 0.
x � –4,5 íå ÿâëÿåòñÿ âíó-
òðåííåé òî÷êîé îáëàñòè îï-
ðåäåëåíèÿ.
f�(x) � 0 ïðè x � –3

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Íàõîæäåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé

4. Îïðåäåëèòü çíàê ïðîèç-
âîäíîé íà êàæäîì èç èí-
òåðâàëîâ, íà êîòîðûå êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ðàçáèâàþò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

f x( )x–3 0–4,5

f x( )x

5. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà x � –3 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
x � 0 — òî÷êà ìèíèìóìà

6. Íàéòè ýêñòðåìóìû f fmaff x ( ) ;f( 3) = 3

f fmiff n ( )f( 0) �)

Схема исследования функции 

y
x

x
=

+2 1

1. Îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè D(f)

D(f) � R

2. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñÿìè êîîðäèíàò
(x

0
; 0) è (0; y

0
). Ïðî-

ìåæóòêè çíàêîïîñòî-
ÿíñòâà

Ñ îñüþ Ox (íóëè): (0; 0);
ñ îñüþ Oy: (0; 0)

0 x

f(x) � 0 ïðè x � (0; +*);
f(x) � 0 ïðè x � (–*; 0)

3. ×¸òíîñòü/íå÷¸ò-
íîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü

Íå÷¸òíàÿ, f(x) � –f(x)
( )

( )
,

+)
= − x

x2 2+ 1+1 x2x
 íåïåðèîäè-

÷åñêàÿ

4. Ïðîèçâîäíàÿ 
è êðèòè÷åñêèå òî÷êè ′ = ⋅ = −

y
x− x x1 ⋅ 2 12

2 2

2

2 2

( )x( 1+x +2

( )+x 12 + 1 ( )+x 12 + 1
y� ñóùåñòâóåò ïðè x � R;
y� � 0 ïðè x 
 �1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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5. Ïðîìåæóòêè ìîíî-
òîííîñòè, òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà

–1 1

�� �

Âîçðàñòàåò ïðè x � [–1; 1]; óáûâàåò
ïðè x � (–*; –1) è x � (1; +*)

6. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè
íà êîíöàõ îáëàñòè îï-
ðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîå-
íèå ãðàôèêà

y

x0

1

–
2

1

2

1

Использование производной для нахождения
наилучшего решения в прикладных задачах

Ïîíÿòèå ïðîèçâîä-
íîé èñïîëüçóåòñÿ 
äëÿ èçó÷åíèÿ èçìå-
íÿþùèõñÿ âåëè÷èí,
áûñòðîòû ïðîèñõî-
äÿùèõ èçìåíåíèé

Ôèçè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå 
âåëè÷èíû

v(t) � x�(t) — ñêîðîñòü;
a(t) � v�(t) — óñêîðåíèå;
I(t) � q�(t) — ñèëà òîêà;
C(t) � Q�(t) — òåïëî¸ìêîñòü;
d(l) � m�(l) — ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü;
k(t) � l�(t) — êîýôôèöèåíò ëèíåé-
íîãî ðàñøèðåíèÿ;
w(t) � ��(t) — óãëîâàÿ ñêîðîñòü;
a(t) � w�(t) — óãëîâîå óñêîðåíèå;
N(t) � A�(t) — ìîùíîñòü

4.3. Первообразная и интеграл

Первообразная. Основные свойства первообразной

Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå 
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F(x), åñëè äëÿ âñåõ x èç ýòîãî ïðîìå-
æóòêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F�(x) � f(x)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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f(x) F(x) Äîêàçàòü, ÷òî F(x) — ïåðâîîáðàç-
íàÿ f(x)

2x x2, x � R F�(x) � (x2)� � 2x � f(x), x � R

x x2

2 ′ =
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ⋅ = =F x

x
x x f x( ) ( ),

2

2

1

2
2

x � R

xa,
� 
 –1

xα

α

+

+

1

1 ′ =
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
=

+
⋅ + ⋅ =

+

F x
x

x( ) ( )
α

α

α α
α

1

1

1

1
1

= f x( ), x � R, � 
 –1

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè —
äèôôåðåíöèðîâàíèå

ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè —
èíòåãðèðîâàíèå

Èíòåãðèðîâàíèå — îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê äèôôåðåíöèðî-
âàíèþ

Основное свойство первообразной

Åñëè F(x) —
ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x)

òî

�
F(x) + C —

ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(f x),
C — ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ
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îñíîâíîãî ñâîéñòâà ïåðâîîáðàç-
íîé:
ãðàôèêè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîãî ãðà-
ôèêà ïóò¸ì ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíîñà âäîëü îñè Oy

F C( )F xF = 3

y

x
(

0

F C( )F xF = 2

F C( )F xF = 1

F C( )F xF =

F(x)+C — îáùèé âèä
ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f(x)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x) íà ïðîìå-
æóòêå íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¸ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíê-
öèè f íà ýòîì ïðîìåæóòêåf

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé
(íåîïðåäåë¸ííîãî èíòåãðàëà)

1. Åñëè F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ ôóíêöèè f(x); G(x) — ïåðâî-
îáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè g(x), òî
F(x)+G(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ 
f(x)+g(x)

( ( ) ( ))f x( x( dx =( ))x( dx∫
= ∫ ∫± g dx( )x

2. Åñëè F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
f(x), òî CF(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ 
ôóíêöèè Cf(x)

f x dx( )x∫ ∫Cf dx C( )x

3. Åñëè F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
ôóíêöèè f(x) è k 
 0, b � R, òî
1

k
F( )kx b — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ 

ôóíêöèè f(kx+b)

f k dx( )kx b =dx)b∫
= +1

k
F C( )kx b+ ,

k 
 0, b � R

Таблица первообразных (неопределённых интегралов)

Ôóíêöèÿ
f(ff x)

Ïåðâîîáðàçíàÿ
F(x)

f x dx( )x∫
0 C 0dx C∫ =
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Ôóíêöèÿ
f(ff x)

Ïåðâîîáðàçíàÿ
F(x)

f x dx( )x∫

1 x+C dx x C∫ = x

xn, n 
 –1 x
n

C
n�

�
�

1

1
, n 
 –1 x dx

x
n

Cn
n

=
+

+∫
+1

1
, n 
 –1

1

x
ln|x|+C dx

x
x C= x∫ l

sinx –cosx+C sin cosxdx xcos C∫ +

cosx sinx+C cos sixdx xs C∫ = +i xsin

1
2cos x

tgx+C dx

x
x C

cos
tg

2∫ = xtg

1
2sin x

–ctgx+C dx

x
x C

sin
ctg

2∫ = −

ex ex+C e dx e Cx xdx∫ +exe

ax a
a

C
x

ln
� a dx

a
a

Cx
x

∫ = +
ln

Определённый интеграл.
Основные свойства определённого интеграла

Îïðåäåë¸ííûì èíòåãðàëîì
îò a äî b íåïðåðûâíîé ôóí-
êöèè y � f(x), îïðåäåë¸ííîé 
íà èíòåðâàëå [a; b], íàçû-
âàåòñÿ ïðèðîñò ïåðâîîáðàç-
íîé F(x) äëÿ ýòîé ôóíêöèè 

Ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéá-
íèöà

f x dx F F F
a

b

a

b
( )x ( )b( )b ( )a ( )x∫ = −F )b =

f(x) — ïîäûíòåãðàëüíàÿ 
ôóíêöèÿ
a è b — âåðõíèå è íèæíèå 
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Îñíîâíûå ïðàâèëà è ñâîéñòâà
îïðåäåë¸ííîãî èíòåãðàëà

f t dt
a

b

a

b

( )t∫ ∫f x dx( )x f x dx
a

a

( )x∫ = 0 f x dx
a

b

a

b

( )x∫ ∫Cf dx C( )x

a

b

∫ ( ( ) ( ))f x( x( dx =( ))x( dx

( ) ( )f x( dx g( dx
a

b

a

b

±∫= ∫

f x dx
a

b

b

a

( )x∫ ∫f x dx( )x

f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

( )x) ( )x∫ ∫f x dx( )x ∫+dxf )x∫
c � [a; b]

k
f t dt

a

b

ka l

kb l

( )t∫ ∫f k dx
k

( )kx t =dx)t
+

+
1

Геометрический смысл определённого интеграла

Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ
(âîêðóã îñè Ox)

V f dxOxVV
a

b

∫ 2( )x x

z

0 a b

f x( )x

y

Êîíóñ

V
Rx
H

dx
H

dx
HêVV = ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ =∫π

2

0

R

H

x
V R H

H

êH
VV= ⋅π 2

2

3

0

2

3

1

3

x

z

0

R

H

y
H
Ry xH
R

y
R
H

x�
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Øàð

V
R

R

øVV ( )
−
∫ ( )R∫ d( )R dx)RR x−R x

2

R x dx
R

−R =∫∫ 2 2x
0

(∫ )

= −
⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠2

3
2

3

0

π R x2 x
R

V RøVV
4

3
3

x
0

R
y

–R
R

2y R–x2

y R x−R2 2x

Физический (механический) смысл
определённого интеграла

Åñëè ôóíêöèÿ v � f(t) îáîçíà÷àåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ òåëà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t íà [a; b], òî 

îïðåäåë¸ííûé èíòåãðàë f x dx
a

b

( )x∫  ðàâåí ïóòè, ïðîéäåííîìó

çà îòðåçîê âðåìåíè t � b–a

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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ГЕОМЕТРИЯ

5.1. Планиметрия

Треугольник

Òðåóãîëüíèê — ôèãóðà,
ñîñòîÿùàÿ èç òð¸õ òî÷åê,
íå ëåæàùèõ íà îäíîé 
ïðÿìîé, è òð¸õ îòðåçêîâ,
êîòîðûå èõ ïîïàðíî ñî-
åäèíÿþò

B

CAA

.ABC.. , A, B, C — âåðøèíû;
AB, BC, AC — ñòîðîíû

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí âûäåëÿþò òàêèå 
âèäû òðåóãîëüíèêîâ:

A

B

C

ðàçíîñòîðîí-
íèé — âñå åãî

ñòîðîíû ðàçíûå

ðàâíîáåäðåí-
íûé — ðàâíû
äâå ñòîðîíû

ðàâíîñòîðîí-
íèé (ïðàâèëü-
íûé) — âñå 

ñòîðîíû ðàâíû

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ óãëîâ âûäåëÿþò òàêèå
âèäû òðåóãîëüíèêîâ:

îñòðîóãîëüíûé ïðÿìîóãîëüíûé òóïîóãîëüíûé

5
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Высота, медиана, биссектриса, средняя линия треугольника,
серединный перпендикуляр к сторонам

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà — ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä¸ííûé èç 
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ñòîðîíó

A

B

CHB

CH

B

CH A

îäíîé òî÷êå, êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðîì.
Ïîëîæåíèå îðòîöåíòðà R çàâèñèò îò âèäà òðåóãîëüíèêà:

A

B

R

C

BC

O

A

R

îñòðîóãîëüíûé
(âíóòðè îáëàñòè
òðåóãîëüíèêà)

òóïîóãîëüíûé
(âíå îáëàñòè

òðåóãîëüíèêà)
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A

BC
(R)

ïðÿìîóãîëüíûé (R ñîâïàäàåò ñ C)

Âûñîòû òðåóãîëüíèêà
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû
åãî ñòîðîíàì. Òî åñòü
íàèáîëüøàÿ âûñîòà ïðî-
âåäåíà ê íàèìåíüøåé
ñòîðîíå, à íàèìåíüøàÿ
âûñîòà — ê íàèáîëüøåé
ñòîðîíå

ca

b
hhahhchhcc

bh

h h h
a b ca b c:hbh = ⋅ ⋅1 1 1

Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà —
ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-
ùèé âåðøèíó ñ ñåðåäè-
íîé ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíû.
Ñâîéñòâî ìåäèàíû
òðåóãîëüíèêà
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìå-
äèàí äåëèò êàæäóþ ìå-
äèàíó â îòíîøåíèè 2:1,
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà

A

B

CM

GN K

BG :GM � 2 :1;
GC :GN �  2 :1;
AG :GK � 2 :1

Ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, îíà íàçûâàåòñÿ 
öåíòðîì èëè öåíòðîì ìàññ

Ìåäèàíó ìîæíî âû÷è-
ñëèòü ïî ôîðìóëå:

m
b c a

a
2

2 2 22b2

4
= −c2c

b c

a
mam

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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m cc
1

2
Ìåäèàíà, ïðîâåä¸í-
íàÿ ê ãèïîòåíóçå ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
ðàâíà å¸ ïîëîâèíå

b

ca
mcm

Áèññåêòðèñà óãëà
òðåóãîëüíèêà — îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó
òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðî-
íû è äåëÿùèé óãîë ïî-
ïîëàì.
Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì âïèñàííîé â òðå-
óãîëüíèê îêðóæíîñòè.
Òî÷êà O — öåíòð âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, AM,
CK è BN — áèññåêòðèñû

A

B

CK

OM N

A

B

C

K

O

M

N

Ñâîéñòâî áèññåêòðèñû
òðåóãîëüíèêà
Áèññåêòðèñà óãëà òðå-
óãîëüíèêà äåëèò åãî ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó
íà îòðåçêè, ïðîïîðöèî-
íàëüíûå ïðèëåæàùèì
ñòîðîíàì

B

CA

D

BD
DC

AB
AC

� ;

AD — áèññåêòðèñà

ma 
 la 
 ha

m — ìåäèàíà; l — áèñ-
ñåêòðèñà; h — âûñîòà

b c

ala

hah mam

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêó-
ëÿð — ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó îò-
ðåçêà, ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê íåìó.
Òðè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäè-
êóëÿðà â òðåóãîëüíèêå ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ýòà òî÷êà — öåíòð îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî
äàííîãî òðåóãîëüíèêà

AA

B

C

O

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðå-
óãîëüíèêà — îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé
ñåðåäèíû äâóõ åãî
ñòîðîí.
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðå-
óãîëüíèêà, ñîåäèíÿ-
þùàÿ ñåðåäèíû äâóõ 
ñòîðîí, ïàðàëëåëüíà
òðåòüåé ñòîðîíå, è å¸ 
äëèíà ðàâíà ïîëîâè-
íå òðåòüåé ñòîðîíû

A

M

B

N

C

MN ||N AC è MN AC� 1

2

Свойства сторон и углов треугольника 

óãîëüíèêà ðàâíà
180�
�A�� +�B+�C � 180�

B

CA

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ïðè äàí-
íîé âåðøèíå — ýòî óãîë, ñìåæíûé 
ñ âíóòðåííèì óãëîì òðåóãîëüíèêà.
�4 — âíåøíèé (ïðè âåðøèíå C)

B

CA
1
2

33
4

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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óãîëüíèêà

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí
ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ, íå
ñìåæíûõ ñ íèì

�4 � �1+�2

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà áîëüøå 
ëþáîãî âíóòðåííåãî óãëà, íå ñìåæíî-
ãî ñ íèì

�4 � �1,
�4 � �2

Неравенство треугольника

a � b+c
a � |b–c|

b c

a

Равнобедренный треугольник

.ABC.. — ðàâíîáåäðåííûé (AB(( � BC)
AC — îñíîâàíèå, AB è BC — áîêîâûå
ñòîðîíû

B

CA

B

CAA D

Ñâîéñòâà Ïðèçíàêè

Åñëè â .ABC..
AB � BC, òî
�A�� � �C (óãëû 
ïðè îñíîâàíèè 
ðàâíû)

Åñëè â .ABC.. �A�� �
� �C, òî AB � BC
(ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê)

Åñëè .ABC.. — ðàâíîáåäðåííûé
è BD — ìåäèàíà, ïðîâåä¸ííàÿ 
ê îñíîâàíèþ, òî BD — âûñîòà
è áèññåêòðèñà

Åñëè â òðåóãîëüíèêå
ñîâïàäàþò:
à) âûñîòà è ìåäèàíà

èëè
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á) âûñîòà è áèññåê-
òðèñà

èëè 
â) ìåäèàíà è áèññåê-
òðèñà,
òî òðåóãîëüíèê ðàâ-
íîáåäðåííûé

Равенство треугольников

.ABC.. � .A..
1
B

1
C

1
�� �

AB � A
1
B

1

AC � A
1
C

1

BC � B
1
C

1

�A�� � �A��
1

�B � �B
1

�C � �C
1

A

B

C A

B

C
1 1

1

Ñâîéñòâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ 

1. Ó ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòû (ñòîðîíû, óãëû, ìåäèàíû, âûñîòû è äð.).
2. Ó ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò 
ðàâíûå óãëû, ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ — ðàâíûå ñòîðîíû

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ

Ïî äâóì ñòîðîíàì
è óãëó ìåæäó íèìè

Ïî ñòîðîíå è äâóì
ïðèëåæàùèì óãëàì

Ïî òð¸ì ñòîðîíàì

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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óãîëüíèêîâ

Ïî äâóì êàòåòàì Ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó

Ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó
óãëó

Ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó

Подобие треугольников

Ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè — ýòî òðå-
óãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå óãëû ðàâíû, à ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû.
�A�� � �A��

1
; �B � �B

1
; �C � �C

1
;

AB
A B

AC
A C

BC
B C1 1BA 1 1CC 1 1CC

� � �

.ABC..  ~ .A..
1
B

1
C

1

A

B

C

A

B

C1 1

1

óãîëüíèêîâ

P
P

AB
A B

k
1 1PP AA 1

� �
Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ðàâ-
íî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâåí-
íûõ ñòîðîí è ðàâíî êîýôôè-
öèåíòó ïîäîáèÿ

S
S

AB
A B

kABC

A B C

ΔAA

ΔAA1 1A BA B 1CC 1 1BA

2
2= ⎛

⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

=
Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîäîá-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî
êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà ïî-
äîáèÿ
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Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ

B

A C

A
1

C1

B1 Åñëè �A�� � �A��
1
 è �B � �B

1
, 

òî .ABC..  ~ .A..
1
B

1
C

1
—

ïî äâóì ðàâíûì óãëàì

Åñëè �A�� � �A��
1
 è

AB
A B

AC
A C1 1B 1 1CA C

� ,

òî .ABC..  ~ .A..
1
B

1
C

1
— ïî äâóì ïðî-

ïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì è óãëó 
ìåæäó íèìè

Åñëè 
AB
A B

AC
A C

BC
B C1 1BA 1 1CA C 1 1CC

� � ,

òî .ABC..  ~ .A..
1
B

1
C

1
— ïî òð¸ì

ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì

B

A C

P Q

Åñëè PQ || AC, òî .PBQ ~ .ABC.. .
Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðî-
íå òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåò îò 
íåãî òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé 
äàííîìó

Соотношение между элементами 
прямоугольного треугольника

C

A

B

90

b c

a

�C � 90�, a, b — êàòåòû,
c — ãèïîòåíóçà, �A�� � �

a2+b2 � c2  — òåîðåìà Ïèôàãîðà

�B � 90�–�; c � a; c � b

sin α = a
c

cos α = b
c

tg α = a
b

ctg α =
b
a

a � c sin� b � c cos� a � b tg� b � a ctg�
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.ACD.. ~ .ABC..

.CBD ~ .ABC..

.ACD..  ~ .CBD
CD � c — âû-
ñîòà

Ac

a b
chc

B

C

D
ca cb

h2 � ac �bc

a2 � c �ac

b2 � c �bc

Решение прямоугольных треугольников

Äàíî Íàéòè Ðåøåíèå

y
c

x

c — ãèïîòåíóçà; 
� — îñòðûé óãîë

x, y, � � � 90�–�;
x � c cos�;
y � c sin�

x
b

a

a — êàòåò;
b — êàòåò

x, �, � x a b= +a2 2b+ ;

tg ;α = a
b

tgβ = b
a

 èëè � � 90�–�

a
c

x

c — ãèïîòåíóçà; 
a — êàòåò

x, �, � x c a−c2 2a ;

sin ;α a
c

cosβ = a
c

 èëè � � 90�–�

a

yx

a — êàòåò;
� — îñòðûé
óãîë, ïðîòèâîëå-
æàùèé a

x, y, � � � 90�–�;
x � actg�;

y
a=

sin α
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Соотношения между сторонами и углами
в произвольном треугольнике 

Òåîðåìà ñèíóñîâ
Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîïîð-
öèîíàëüíû ñèíóñàì ïðîòèâîëå-
æàùèõ óãëîâ.

a b c
R

sin sinα βsin β
= = == 2

Òåîðåìà êîñèíóñîâ

c2 � a2+b2–2ab cos/

a

c

b

R — ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííîé îêîëî 
òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-
ðîíàìè a, b, c

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû êîñèíóñîâ: 
1. Êîñèíóñ óãëà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå: 

cos γ = −a b+ c
ab

2 2b+ 2

2
2. Îïðåäåëåíèå âèäà òðåóãîëüíèêà ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

& åñëè a2+b2 � c2, / — òóïîé óãîë, òðåóãîëüíèê
òóïîóãîëüíûé; 

& åñëè a2+b2 � c2, / — îñòðûé óãîë, òðåóãîëüíèê îñòðî-
óãîëüíûé; 

& åñëè a2+b2 � c2, / � 90�, òðåóãîëüíèê
ïðÿìîóãîëüíûé.

3. Åñëè a, b è c — ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òî ìåäèàíà,
ïðîâåä¸ííàÿ ê ñòîðîíå a, ðàâíà:

m aa
1

2
2 2 2 2( )c b+c2 2b+

Параллелограмм, прямоугольник, ромб, квадрат

Ïàðàëëåëîãðàìì

A

B C

D

Ïàðàëëåëîãðàìì — ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî
ïàðàëëåëüíû.
AB || CD è BC || AD � ABCD —
ïàðàëëåëîãðàìì
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A

B
C

D

Ñ
â
î
é
ñò

â
à

Ï
ð
è
çí

à
ê
è

Å
ñë

è
A
B

C
D

—
 ï

àð
àë

ë
åë

îã
ð
àì

ì
,

òî
A
B

�
B

C
;

A
D

�
B

C
;
�

A
��

�
�

C
;

�
B

�
�

D

Å
ñë

è
 A

B
C
D

—
 ÷

åò
û

ð
¸õ

ó
ãî

ë
üí

è
ê
 

è
 B

C
 ||

A
D

;
B

C
�

A
D

, 
òî

A
B

C
D

—
ï
àð

àë
ë
åë

îã
ð
àì

ì
.

Å
ñë

è
 A

B
C
D

—
 ÷

åò
û

ð
¸õ

ó
ãî

ë
üí

è
ê
 

è
 A

B
�

D
C
 è

A
D

�
B

C
, 

òî
 A

B
C
D

—
ï
àð

àë
ë
åë

îã
ð
àì

ì

A

B
C

D

Å
ñë

è
A
B

C
D

—
 ï

àð
àë

ë
åë

îã
ð
àì

ì
,

B
D

—
 ä

è
àã

îí
àë

ü,
 ò

î 
.A

B
D

..
�

.C
D

B
—

Å
ñë

è
A
B

C
D

—
 ï

àð
àë

ë
åë

îã
ð
àì

ì
,

òî
�

A
��

+
�

B
� 

1
8
0
� 

(ñ
ó
ì

ì
à 

ñî
ñå

ä
-

í
è
õ
 ó

ãë
îâ

 ð
àâ

í
à 

1
8
0
�)

—

A

B
C

D
O

Å
ñë

è
A
B

C
D

—
 ï

àð
àë

ë
åë

îã
ð
àì

ì
,

A
C
 è

B
D

—
 ä

è
àã

îí
àë

è
, 

òî
A
O

�
O

C
;

B
O

�
O

D

Å
ñë

è
 A

B
C
D

—
 ÷

åò
û

ð
¸õ

ó
ãî

ë
üí

è
ê
 

è
 A

O
�

O
C
,

B
O

�
O

D
, 

òî
A
B

C
D

—
ï
àð

àë
ë
åë

îã
ð
àì

ì

a

b

dd 1
d 2

Ñ
ó
ì

ì
à 

ê
âà

ä
ð
àò

îâ
 ä

è
àã

îí
àë

åé
 ð

àâ
í
à 

ñó
ì

ì
å 

ê
âà

ä
ð
àò

îâ
 ñ

òî
ð
îí

:

d
d

1d
2

2d
2

2
2

2
=

d 2d
2

(
)

a
b

2
a

2
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Ïðÿìîóãîëüíèê

A

B C

D

Ïðÿìîóãîëüíèê — ïàðàëëåëî-
ãðàìì, ó êîòîðîãî âñå óãëû 
ïðÿìûå

A

B C

D

Ñâîéñòâà Ïðèçíàêè

1. Âñå ñâîéñòâà ïàðàëëå-
ëîãðàììà.
2. Åñëè ABCD — ïðÿìî-
óãîëüíèê, òî AC � BD (äèà-
ãîíàëè ðàâíû)

1. Åñëè ABCD — ïàðàë-
ëåëîãðàìì è �A�� � 90�, òî
ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Åñëè ABCD — ïàðàë-
ëåëîãðàìì è AC � BD, òî 
ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê 

O
R

R

b

a

Âîêðóã ëþáîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòü:

R
d a b= = +
2 2

2 2b+

Ðîìá

A

B C

D

Ðîìá — ïàðàëëåëîãðàìì,
ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû
ðàâíû

OA

B

C

D
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Ñâîéñòâà Ïðèçíàêè

1. Âñå ñâîéñòâà ïàðàëëåëî-
ãðàììà.
2. Åñëè ABCD — ðîìá, AC
è BD — äèàãîíàëè, òî: 
à) AC 0 BD;
á) äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ
áèññåêòðèñàìè óãëîâ

Åñëè ABCD — ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê è AB � AD �
� BC � CD, òî ABCD —
ðîìá

O dd1
d1a

r
a

Â ëþáîé ðîìá ìîæíî âïè-
ñàòü îêðóæíîñòü:

r
h a d d

a
= = =

2 2 4
1 2ddsin α

Êâàäðàò

A

B C

D  

454 °
A

B C

D

455°°

Êâàäðàò — ïðÿìîóãîëü-
íèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðî-
íû ðàâíû 
(AB(( � BC � CD � AD) 

èëè 
Êâàäðàò — ðîìá,
ó êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿ-
ìûå (�A�� � �B � �C � �D �
� 90�)

Ñâîéñòâà êâàäðàòà

a
R
a Âîêðóã êâàäðàòà ìîæíî

îïèñàòü îêðóæíîñòü

R
a d� �
2 2

a
r

Â êâàäðàò ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü

r
a�
2

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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d
a

a

Äèàãîíàëü â 2  ðàç áîëü-

øå ñòîðîíû, ò. å. d a 2

è a
d� 2

2

Трапеция

A

B C

D

T

NK

Òðàïåöèÿ — ÷åòûð¸õóãîëüíèê,
ó êîòîðîãî äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëü-
íû, à äâå äðóãèå íå ïàðàëëåëüíû.
AD || BC, AD è BC — îñíîâàíèÿ; 
AB è CD — áîêîâûå ñòîðîíû;
AC è BD — äèàãîíàëè; 
BK è TN — âûñîòû

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

A

B C

DD

MM N

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè — îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêî-
âûõ ñòîðîí.
MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ

Ñâîéñòâà:
MN BC
MN AD

MN
BC AD= +

2

A

B C

D

OO
.BOC ~ .DOA;

BO
DO

OC
AO

BC
AD

� �

Ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ

AA

B C

D

Ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ — òðàïåöèÿ
ñ ðàâíûìè áîêîâûìè ñòîðîíàìè

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ñâîéñòâà

A

B C

DD

n

b

m

a

a

b

h

1. �A�� � �D; �B � �C; óãëû ïðè îñ-
íîâàíèè ðàâíû.
2. AC � BD.

Âûñîòà, ïðîâåä¸ííàÿ èç âåðøèíû
òóïîãî óãëà, äåëèò áîëüøåå îñíîâà-
íèå íà îòðåçêè m è n äëèíîé 

m
a b=

2
 (ðàâåí ñðåäíåé ëèíèè) 

n
b a=

2
Åñëè äèàãîíàëè ðàâíîáîêîé òðà-
ïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, 
òî âûñîòà ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè:

h
a b=

2

Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ

AA

B C

DD

h h

Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ — ýòî 
òðàïåöèÿ, ó êîòîðîé îäíà áîêîâàÿ
ñòîðîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâà-
íèÿì: 
AB 0 AD; AB 0 BC; AB � h

Ñâîéñòâà

AA

B C

DD

Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äèàãî-
íàëåé ðàâíà ðàçíîñòè êâà-
äðàòîâ îñíîâàíèé:
BD2–AC2 � AD2–BC2

Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíà-
ëåé ðàâíà ñóììå êâàäðà-
òîâ îñíîâàíèé è óäâîåííî-
ãî êâàäðàòà âûñîòû:
AC2+BD2 �
� AD2+BC2+2AB22 2

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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îêðóæíîñòü

AA

BB C

D

Åñëè îêîëî òðàïåöèè îïèñàíà 
îêðóæíîñòü, ýòà òðàïåöèÿ — ðàâíî-
áîêàÿ.
Îáðàòíî: îêîëî ðàâíîáîêîé òðàïå-
öèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü

A

B C

DD

h

r

h

OO

�AOB�� � �COD �
� 90�
.AOB.. è .COD —
ïðÿìîóãîëüíûå

Åñëè â òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæ-
íîñòü, òî:
1) ñóììà îñíîâàíèé ðàâíà ñóììå áî-
êîâûõ ñòîðîí: AB+CD � BC+AD;
2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí ïîëîâè-

íå âûñîòû: r
h�
2

;

3) åñëè ñîåäèíèòü öåíòð îêðóæíî-
ñòè ñ âåðøèíàìè òðàïåöèè, òðå-
óãîëüíèêè, ïðèëåæàùèå ê áîêîâûì
ñòîðîíàì, áóäóò ïðÿìîóãîëüíûìè

Окружность и круг

O A
R

C

D
M

N Îêðóæíîñòü — ìíîæåñòâî òî÷åê
ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ 
äî äàííîé òî÷êè (öåíòðà îêðóæíî-
ñòè) îäèíàêîâî.
O — öåíòð îêðóæíîñòè.
Ðàäèóñ îêðóæíîñòè — ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà äî òî÷êè íà îêðóæíîñòè.
OA, OC, OD — ðàäèóñû. Îáîçíà÷àåò-
ñÿ R èëè r.
Õîðäà — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå
òî÷êè íà îêðóæíîñòè.
MN, CD — õîðäû.
Äèàìåòð — õîðäà, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç öåíòð (îáîçíà÷àåòñÿ D èëè d).
D � 2R, CD � 2OA

O

Êðóã — ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè,
ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ îò äàííîé
òî÷êè (öåíòðà êðóãà) íå ïðåâûøàåò 
äàííîãî ðàññòîÿíèÿ (ðàäèóñà êðóãà)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Окружность, хорды и дуги

O
A

C

B

Äóãà îêðóæíîñòè — ÷àñòü îêðóæíîñòè,
îãðàíè÷åííàÿ äâóìÿ å¸ òî÷êàìè.
�AB�� , �BC, �AC��

Ñâîéñòâà

O

A
C

B

D

Ðàâíûå äóãè ñòÿãèâàþò
ðàâíûå õîðäû.
Åñëè �AB�� � �CD,
òî AB � CD.
Ðàâíûå õîðäû ñòÿãèâàþò 
ðàâíûå äóãè.
Åñëè AB � CD,
òî �AB�� � �CD

O

A

C

B
D

Ïàðàëëåëüíûå õîðäû îòñå-
êàþò îò îêðóæíîñòè ðàâ-
íûå äóãè.
Åñëè AB || CD, òî �AC�� �
� �BD

O

A

C

B
D

MMM

CD — äèàìåòð,
AB — õîðäà.
Åñëè CD 0 AB,
òî AM � MB;
åñëè AM � MB, òî
CD 0 AB

S

A C

BB

D
S

Åñëè õîðäû AB è CD ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå S, òî
AS �SB � CS �SD

O
A

C

B

D

Åñëè AB — õîðäà, AC — 
äèàìåòð, BD 0 AC, òî
AB2 � AD �AC
BD2 � AD �DC
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Окружность, касательные и секущие 

O

AAAAA

C

B

AAAA

B

D Êàñàòåëüíàÿ — ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ
ñ îêðóæíîñòüþ òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó.
AB — êàñàòåëüíàÿ.
Ñåêóùàÿ — ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæ-
íîñòüþ äâå îáùèå òî÷êè.
CD — ñåêóùàÿ

Ñâîéñòâà

O

AB

OA 0 AB
Êàñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåä¸í-
íîìó â òî÷êó êàñàíèÿ

O

C

B

A

AB � AC
OA — áèññåêòðèñà �BAC.
Åñëè èç îäíîé òî÷êè 
ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû
äâå êàñàòåëüíûå, òî:
à) îòðåçêè êàñàòåëüíûõ
ðàâíû;
á) áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó
êàñàòåëüíûìè ïðîõîäèò ÷å-
ðåç öåíòð îêðóæíîñòè

C

B

S

A
D

Åñëè SB è SC — ñåêóùèå,
òî SA �SB � SD �SC

O

MB

AA

S

Åñëè SM — êàñàòåëüíàÿ,
SA — ñåêóùàÿ, òî
SM2 � SB �SA
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Взаимное расположение прямой и окружности 

d — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé, r — ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè

r

d

d � r
Îáùèõ òî÷åê íåò

BA

r d

d � r
Îäíà îáùàÿ òî÷êà
AB — êàñàòåëüíàÿ

NM
r d

d � r
Äâå îáùèå òî÷êè
MN — ñåêóùàÿ

Взаимное расположение двух окружностей 

1
— ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè, R è r — ðàäèóñû

îêðóæíîñòåé (R � r)

Îêðóæíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê

rR
O O

1

Îêðóæíîñòè ëåæàò îäíà
âíå äðóãîé

R+r � OO
1

O

R

r

O
1

Îäíà îêðóæíîñòü ëåæèò
âíóòðè äðóãîé

OO
1
� R–r
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Îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ (îäíà îáùàÿ òî÷êà)

rRO OrR 1

Êàñàþòñÿ âíåøíå
OO

1
� R+r

O

R

rO
1

Êàñàþòñÿ âíóòðåííå
OO

1
� R–r

Îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ
(äâå îáùèå òî÷êè)

R–r � OO
1
� R+r

O

R r

O
1 O

D C B
AO

1

Углы в окружности 

O

A

B

O

A

B

Öåíòðàëüíûé óãîë —
ïëîñêèé óãîë ñ âåðøèíîé
â öåíòðå îêðóæíîñòè.
�AOB�� — öåíòðàëüíûé óãîë.
�AOB�� � �AB�� .
Öåíòðàëüíûé óãîë èçìåðÿ-
åòñÿ äóãîé, íà êîòîðóþ îí
îïèðàåòñÿ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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AA

B

C

O

Âïèñàííûé óãîë — óãîë, 
âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà
îêðóæíîñòè, à ñòîðîíû ïå-
ðåñåêàþò å¸.
�ABC�� — âïèñàííûé.

Âïèñàííûé óãîë ðàâåí ïî-
ëîâèíå äóãè, íà êîòîðóþ îí
îïèðàåòñÿ, è ïîëîâèíå öåí-
òðàëüíîãî óãëà, îïèðàþùå-
ãîñÿ íà òó æå äóãó:

∠ ∪A∠∠ C A= ∪ C
1

2

∠A∠∠ C A= ∠∠ OC
1

2

O

A B

O

C
D E

Âïèñàííûå óãëû, îïèðà-
þùèåñÿ íà îäíó è òó æå 
äóãó, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
�ACB�� � �ADB�� � �AEB��

A B

CC

O

D

E

Âïèñàííûå óãëû, êîòîðûå
îïèðàþòñÿ íà äèàìåòð, ïðÿ-
ìûå.
�ACB�� � �ADB�� � �AEB�� � 90� �

Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé
è ñåêóùåé

M A

BB

n

MA — êàñàòåëüíàÿ; 
MB — ñåêóùàÿ

∠ = ∪A∠∠ B M= ∪ nB
1

2

Óãîë ìåæäó õîðäàìè

M

A

B

D

B
C

AB è CD — õîðäû

∠A∠∠ C = 1

2
( )∪ + ∪A∪ C B+ ∪ D

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Окружность, вписанная в треугольник, и окружность,
описанная около треугольника

Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

rP

AA M CC
r

r

A

N

B

OO

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàí-
íîé â òðåóãîëüíèê, åñëè îíà êà-
ñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí.
Öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè — òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ 
òðåóãîëüíèêà.

r
S

a b c
=

+b
2

 èëè r
S
p

� ,  ãäå 

p
a b c= +b

2
,

S — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà,
p — ïîëóïåðèìåòð, a, b, c — 
äëèíû ñòîðîí

Ðàâíîñòîðîííèé 
òðåóãîëüíèê

Ðàâíîáåäðåííûé 
òðåóãîëüíèê

Ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê

r
O

a

a ar
r

r
a� 3

6
Òî÷êà O —
öåíòð âïè-
ñàííîé è îïè-
ñàííîé
îêðóæíîñòè,
òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ áèññåêòðèñ,
ìåäèàí, âûñîò

A

B

C

O

D

r

AB � BC
BD — âûñîòà,
ìåäèàíà, áèñ-
ñåêòðèñà, âû-
ñîòà.
OD � r

c

r
a

b

r
r

O

a è b — êàòåòû,
c — ãèïîòåíóçà 

r
a b c= −b

2
a+b � 2R+2r,
R — ðàäèóñ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè
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A

B

C

a

b

c

R

O

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõî-
äèò ÷åðåç âñå åãî âåðøèíû.
Öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè — òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà.
OA � OB � OC � R

Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå: R
abc

S
�

4
; R

a
A

�
2sin

.

Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå: R
a� 3

3
.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå: R
c�
2

,  ãäå c — ãèïîòå-

íóçà òðåóãîëüíèêà

Ïîëîæåíèå òî÷åê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
â çàâèñèìîñòè îò âèäà òðåóãîëüíèêà

Îñòðîóãîëüíûé

O

Öåíòð — âî âíóòðåííåé 
îáëàñòè òðåóãîëüíèêà

Òóïîóãîëüíûé

O

Öåíòð — âíå îáëàñòè òðå-
óãîëüíèêà

Ïðÿìîóãîëüíûé

OR
RR
R

R
c

mc� �
2

Öåíòð — ñîâïàäàåò ñ ñåðå-
äèíîé ãèïîòåíóçû
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Многоугольник. 
Сумма углов выпуклого многоугольника

A
1

A
2

A
3

A
4

An–1

AAn

Ìíîãîóãîëüíèê — ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ. Ñîñåä-
íèå çâåíüÿ íå ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé.
A

1
, A

2
, … An–1

, An — âåð-
øèíû; 
A

1
A

11 2
, A

2
A

22 3
, …, An–1

A
11 n — ñòî-

ðîíû;
A

2
A

22 4
, … A

1
A

11 4
— äèàãîíàëè; 

�A��
1
, �A��

2
, …, �A�� n — âíó-

òðåííèå óãëû; 
�, �, … — âíåøíèå óãëû 
ìíîãîóãîëüíèêà

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê
ëåæèò â îäíîé ïîëóïëî-
ñêîñòè îòíîñèòåëüíî ëþ-
áîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé
ñòîðîíó

A

B

C

D

E

F

Íåâûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê

A

B

C
D

EF

Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî
n-óãîëüíèêà α

1

α
2

α
3

αn

α α1 2α+ +α2α + =α =∑... n n

180=180 ( )2
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Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ
n-óãîëüíèêà (ïî îäíîìó
ïðè âåðøèíå)

β
1

β
2

β
3

ββn

�
1
+�

2
+�

3
+…+�n � 360�

Âïèñàííûå è îïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè

Âïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê

R

Âñå âåðøèíû ëåæàò íà
îêðóæíîñòè

Îïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê 

r

Âñå ñòîðîíû — êàñàòåëü-
íûå ê îêðóæíîñòè.

S
P r=
2

,

P — ïåðèìåòð, r — ðàäèóñ
îêðóæíîñòè

Âïèñàííûå è îïèñàííûå ÷åòûð¸õóãîëüíèêè

AA

B
C

D

ABCD — âïèñàííûé ÷å-
òûð¸õóãîëüíèê �
�A�� +�C � 180�
�B+�D � 180�

A B

C

DD

ABCD — îïèñàííûé ÷å-
òûð¸õóãîëüíèê �
AB+CD � AD+BC

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Правильные многоугольники

1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

n = 6

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê 
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì,
åñëè ó íåãî âñå ñòîðîíû 
è óãëû ðàâíû.
Êàæäûé óãîë ïðàâèëüíîãî n-
óãîëüíèêà ðàâåí:

αn n
= 180°( )2n −n

α

A
6

A
1

A
2

AA
3

A
4

A
5

n = 6 è n = 3

Âíåøíèé óãîë ïðàâèëüíîãî 
n-óãîëüíèêà ðàâåí: 

βn n
= °360

Ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a:

Pn � a �n
Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî 
n-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a:

S
na

n

n =
°⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

2

4
180

tg

n = 4 è n = 8

Ïëîùàäü ïðàâèëüíûõ: 
à) òðåóãîëüíèêà:

S
a

3S
2 3

4
�

á) ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
(êâàäðàòà):

S
4
� a2

â) øåñòèóãîëüíèêà:

S6

23 3a2

2
�
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Вписанные и описанные окружности 
правильного многоугольника

α

B

r

a

R

A

O

Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü — 
êàñàåòñÿ âñåõ ñòîðîí ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü —
ïðîõîäèò ÷åðåç âñå
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà

R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, r — ðàäèóñ âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè, a — ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà, Sn — ïëîùàäü, Pn — ïåðèìåòð

Ñâÿçü ìåæäó P
n
, R, r, S

n
 è a

Êîëè÷åñòâî ñòîðîí 
ìíîãîóãîëüíèêà

R r S

n
a

n
2

18
sin

0° a
n2

180
ctg

° 1

2
P rnPP

3
a 3

3

a 3

6

a2 3

4

4
a 2

2

a
2

a2

6 a a 3

2

3 3

2

2
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Çàâèñèìîñòü ñòîðîíû a
n
 ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà 

îò R è r

Êîë-âî ñòîðîí
ìíîãîóãîëüíèêà

Çàâèñèìîñòü a
n

îò R è n
Çàâèñèìîñòü a

n

îò r è n

n
a R

nn
°

2
180

sin a r
nn

°
2

180
tg

3 a R3 3 a3 2 3r

4 a R4 2 a
4
� 2r

6 a
6
� R

a r6

2

3
3

5.2. Прямые и плоскости в пространстве

Взаимное размещение двух прямых в пространстве

Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå

a

b

Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå —
äâå ïðÿìûå, èìåþùèå òîëüêî îäíó
îáùóþ òî÷êó

Ïðèçíàêè Ñâîéñòâà

Åñëè îäíà òî÷êà ïðèíàäëå-
æèò äàííîé ïðÿìîé, à äðó-
ãàÿ — åé íå ïðèíàäëåæèò,
òî äàííàÿ ïðÿìàÿ è ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè
òî÷êè, ïåðåñåêàþòñÿ

a

A

B

×åðåç òî÷êó âíå äàííîé 
ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðÿìûõ, 
ïåðåñåêàþùèõ äàííóþ 
ïðÿìóþ

a
A

m

a1
a2

a3. . .



1755.2. Прямые и плоскости в пространствер р р

Ïðèçíàêè Ñâîéñòâà

a
l

A

×åðåç äâå ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ïðÿìûå ìîæíî ïðîâåñòè
ïëîñêîñòü è òîëüêî îäíó

Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

a

α
b

a || b

Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå — äâå ïðÿìûå,
ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè è íå èìåþ-
ùèå îáùèõ òî÷åê

Ñâîéñòâà

Åñëè äâå ïðÿìûå ïàðàë-
ëåëüíû òðåòüåé ïðÿìîé,
òî îíè ïàðàëëåëüíû äðóã
äðóãó.
Åñëè a || c è b || c, òî a || b

a

b

c

×åðåç òî÷êó âíå äàííîé 
ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ 
äàííîé ïðÿìîé, è òîëü-
êî îäíó

b

aM

×åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå 
ïðÿìûå ìîæíî ïðîâåñòè
ïëîñêîñòü è òîëüêî îäíó

a
b

α

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïðèçíàêè Ñâîéñòâà

Âñå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþ-
ùèå äâå äàííûå ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå, ëåæàò 
ñ íèìè â îäíîé ïëîñêîñòè

a
b

m1

α

m2

a || b

Ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå

a

b
α

Ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå — äâå ïðÿ-
ìûå, íå ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè

Ïðèçíàêè Ñâîéñòâà

Åñëè îäíà ïðÿìàÿ ëåæèò
â ïëîñêîñòè, à äðóãàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ýòó
ïëîñêîñòü â òî÷êå,
íå ïðèíàäëåæàùåé ïåð-
âîé ïðÿìîé, òî ýòè ïðÿìûå
ñêðåùèâàþùèåñÿ

a

b

α

1. ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé 
ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè
áåñêîíå÷íî ìíîãî ñêðåùè-
âàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

aAA
α

AA

m
1 m

1

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ 
ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ
â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò
òðåòüÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ñêðåùèâàþùåé-
ñÿ äëÿ êàæäîé èç äàííûõ 
äâóõ ïðÿìûõ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå

90°

a

b

Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå — äâå ïðÿ-
ìûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì
90�

Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü

Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
è ïàðàëëåëüíîñòü

×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿ-
ìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿ-
ìóþ, è ïðè ýòîì òîëüêî
îäíó 

a

b

M

Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå òðåòüåé, ïàðàë-
ëåëüíû ìåæäó ñîáîé 

α

a b

c

a 0 c, b 0 c � a || b

×åðåç êàæäóþ òî÷êó, íå
ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿ-
ìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ åé ïðÿìóþ
è ïðè ýòîì òîëüêî îäíó

a

b

M

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îäíîé èç äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî 
îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà 
è äðóãîé ïðÿìîé

a
b

α

c

a 0 c, a || b � b 0 c
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Параллельность прямой и плоскости 

α

a

a || �

Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíû, åñëè
îíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê

Ïðèçíàê Ñâîéñòâî

α

a

b

Åñëè a || b è b � �, òî a || b.
Åñëè ïðÿìàÿ, íå ïðèíàä-
ëåæàùàÿ ïëîñêîñòè, ïà-
ðàëëåëüíà êàêîé-ëèáî ïðÿ-
ìîé â ýòîé ïëîñêîñòè, òî
îíà ïàðàëëåëüíà âñåé ïëî-
ñêîñòè

a

b

Åñëè a || �, � ïðîõîäèò ÷å-
ðåç a, � ïåðåñåêàåò � ïî b,
òî a || b.
Åñëè ÷åðåç ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ ïëîñêîñòè, ïðî-
âåñòè âòîðóþ ïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïåð-
âóþ, òî ïðÿìàÿ ïåðåñå÷å-
íèÿ ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëü-
íà ïåðâîé ïðÿìîé

Ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé

Äâå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëü-
íûìè, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
� || �

Ïðèçíàê

a
b

a
1

b1

Åñëè äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îä-
íîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàë-
ëåëüíû äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì 
äðóãîé ïëîñêîñòè, òî ýòè ïëîñêîñòè ïà-
ðàëëåëüíû
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Åñëè a || a
1
; b || b

1
 (a � �, b � �, a

1
� �,

b
1
� �), òî � || �

Ñâîéñòâà

γ

Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè ïàðàë-
ëåëüíû òðåòüåé, òî îíè ïàðàëëåëüíû 
ìåæäó ñîáîé.
Åñëè � || � è / || �, òî � || /

b

a

Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðå-
ñåêàþòñÿ òðåòüåé, òî ïðÿìûå ïåðåñå÷å-
íèÿ ïàðàëëåëüíû.
Åñëè � || � è / ïåðåñåêàåò � ïî a, / ïåðå-
ñåêàåò � ïî b, òî a || b

A C

B
D

Îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàêëþ-
÷¸ííûõ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè, ðàâíû.
Åñëè AB || CD è � || � (A(( � �, C � �,
B � �, D � �), òî AB � CD

Перпендикулярность прямой и плоскости 

m

b
c

x

m

b
c x

Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ýòîé ïëî-
ñêîñòè, åñëè îíà ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé,
ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè.
m 0 � � m 0 x, x — ëþáàÿ
ïðÿìàÿ ïëîñêîñòè �

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

m

bb
a

m

ba

Åñëè a 0 m è b 0 m (a è b
â ïëîñêîñòè � è ïåðåñåêà-
þòñÿ), òî a 0 �.
Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà äâóì ïåðåñåêàþ-
ùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàùèì
â ïëîñêîñòè, òî îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëî-
ñêîñòè

Ñâîéñòâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

1. a
b

Åñëè ïëîñêîñòü ïåðïåí-
äèêóëÿðíà îäíîé èç äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà
è âòîðîé ïðÿìîé.
Åñëè a || b è a 0 �, òî � 0 b

Åñëè ïðÿìûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû îäíîé è òîé æå ïëî-
ñêîñòè, òî îíè ïàðàëëåëü-
íû.
Åñëè a 0 � è b 0 �, òî a || b

2.

a

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îäíîé èç äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé,
òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà
è âòîðîé.
Åñëè � || � è a 0 �, òî a 0 �

Äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè, 
ïåðïåíäèêóëÿðíûå îäíîé
è òîé æå ïðÿìîé, ïàðàë-
ëåëüíû.
Åñëè � 0 a è � 0 a, òî � || �



1815.2. Прямые и плоскости в пространствер р р

Перпендикуляр и наклонная

Íà ïëîñêîñòè Â ïðîñòðàíñòâå

aO

A

AO 0 �, O � �
AO — ïåðïåíäèêóëÿð èç
òî÷êè A ê ïðÿìîé a

O

A

AO 0 �, O � �
AO — ïåðïåíäèêóëÿð èç
òî÷êè À íà ïëîñêîñòü �

a

A

B

AO — ðàññòîÿíèå 
îò òî÷êè A äî ïðÿìîé a;
AB — íàêëîííàÿ

O

A

B

AO — ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè �;
AB — íàêëîííàÿ

Ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å íàêëîííîé.
AO � AB

OB — ïðîåêöèÿ íàêëîííîé 
AB íà ïðÿìóþ a

OB — ïðîåêöèÿ íàêëîííîé
AB íà ïëîñêîñòü �

a

A

C

B

O

Oa

A

C

B AB � AC �
� BO � OC

AB � AC �
� BO � OC

COB

A

Åñëè èç îäíîé òî÷êè ê îäíîé ïðÿìîé (ïëîñêîñòè) ïðîâåäå-
íû äâå íàêëîííûå, òî:
— ðàâíûå íàêëîííûå èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè;
— åñëè ïðîåêöèè íàêëîííûõ ðàâíû, òî ðàâíû è ñàìè íà-

êëîííûå;
— áîëüøàÿ íàêëîííàÿ èìååò áîëüøóþ ïðîåêöèþ; 
— èç äâóõ íàêëîííûõ áîëüøå òà, ó êîòîðîé ïðîåêöèÿ áîëüøå
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Теорема о трёх перпендикулярах

cO
B

A

OB — ïðîåêöèÿ AB
íà ïëîñêîñòü �, c — ïðÿìàÿ

íà ïëîñêîñòè �, OB 0 c
� AB 0 c

Åñëè ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðîåêöèè
íàêëîííîé íà ýòó ïëîñêîñòü, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà
è íàêëîííîé.
Îáðàòíî: åñëè ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà íà-
êëîííîé, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è ïðîåêöèè ïðÿìîé

Перпендикулярность плоскостей 

a

bc � 0 � �

� ïåðåñåêàåò � ïî ïðÿ-
ìîé c
/ ïåðåñåêàåò � ïî ïðÿ-
ìîé a
/ ïåðåñåêàåò � ïî ïðÿ-
ìîé b
a 0 b, / 0 c

Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè, åñëè òðåòüÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿ-
ìîé èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ïåðåñåêàåò ýòè ïëîñêîñòè ïî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïðÿìûì

Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
ïëîñêîñòåé

Ñâîéñòâî

Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ
â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíà äðóãîé ïëîñêî-
ñòè, òî ýòè ïëîñêîñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû

Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ
â îäíîé èç äâóõ ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ëèíèè èõ 
ïåðåñå÷åíèÿ, òî îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé 
ïëîñêîñòè
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Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
ïëîñêîñòåé

Ñâîéñòâî

Åñëè b 0 � è � ïðîõîäèò
÷åðåç b, òî � 0 �

b

Åñëè � 0 �, � ïåðåñåêàåò �
ïî a è b 0 a (b ëåæèò â �),
òî b 0 �

b

aa

Параллельное проектирование. 

Изображение пространственных фигур на плоскости 

A
1

A

A B

B
1

AA
1
 || BB

1
. Ïðÿìàÿ AA

1
 ïåðåñåêàåò �

â òî÷êå A
1
, ò. å. òî÷êà A ïðîåêòèðóåòñÿ

â òî÷êó A
1
 íà ïëîñêîñòè �.

A ( A
1
; B ( B

1
; AB ( A

1
B

1

Îòðåçîê ïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîê
( )1 1

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåê-
òèðîâàíèè ïàðàëëåëüíîñòü
îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ.
Åñëè AB || CD (AB(( ( A

1
B

1
;

CD ( C
1
D

1
), òî A

1
B

1
 || C

1
D

1

AA
1

A
B

C
D

B
1

C
1

D
1

C

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïðîåê-
òèðîâàíèè îòíîøåíèå îò-
ðåçêîâ îäíîé ïðÿìîé èëè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñî-
õðàíÿåòñÿ

AC
CB

A C
C B

� 1 1CA C

1 1C BC

A
1

A BC

B
1C

1

Ñëåäñòâèå

Åñëè C — ñåðåäèíà AB, AB ( A
1
C

1
; C ( C

1
, òî C

1
— ñåðå-

äèíà A
1
B

1
. Ñåðåäèíà îòðåçêà ïðîåêòèðóåòñÿ â ñåðåäèíó îò-

ðåçêà ïðîåêöèè

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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A
1

O
K

M

B
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1855.3. Многогранникир

5.3. Многогранники

Призма

A

A
1

A

B

C

D
EE

XX

E
1 D

1

BB
11

XX
1

XX C
1

A

A
1

AA

B

C

D
EE

E
1 D

1

B
1

C
1

M

Ïðèçìà — ìíîãîãðàííèê, ñîñòî-
ÿùèé èç ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ, ëåæàùèõ â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ 
è ñîâìåùàåìûõ ïàðàëëåëüíûì ïå-
ðåíîñîì, è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿ-
þùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ.
ABCDE è A

1
B

1
C

1
D

1
E

1
— îñíîâàíèÿ 

ïðèçìû; 
AA

1
, BB

1
, CC

1
, … — áîêîâûå ð¸áðà;

ABB
1
A

11 1
, BB

1
C

1
C, … — áîêîâûå ãðàíè;

AD
1
— äèàãîíàëü ïðèçìû (îòðåçîê, 

ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû ïðèçìû, 
íå ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ãðàíè); 
A

1
M 0 (ABC(( ), A

1
M � H — âûñîòà

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

1. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû
ðàâíû.
2. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû
ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòÿõ.
3. Áîêîâûå ð¸áðà ïàðàë-
ëåëüíû è ðàâíû.
4. Áîêîâûå ãðàíè —
ïàðàëëåëîãðàììû

l

PPP

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü —
ñóììà ïëîùàäåé áîêîâûõ
ãðàíåé èëè 

S
áîê

� P0 � l,

ãäå l — äëèíà áîêîâîãî ðå-
áðà; P0 — ñå÷åíèå ïëîñêî-
ñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíî áî-
êîâûì ãðàíÿì



186 Раздел 5. Геометрияр

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü —
ñóììà áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòè è ïëîùàäåé îñíîâàíèé:

S � S
áîê

+2S
îñí

.
Îáú¸ì ïðèçìû

V � S
îñí

�H
ïðèçìû

Ïðÿìàÿ ïðèçìà

A
1 D

1

B
1

C
1

A

B C

D

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìîé, åñëè å¸ áîêîâûå ð¸áðà
ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâà-
íèÿì.
AA

1
0 (ABC(( ), BB

1
0 (ABC(( ),

…

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

1. Âûñîòà ðàâíà áîêîâîìó
ðåáðó.
2. Áîêîâûå ãðàíè — ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
S

áîê
� P

îñí
�H,

ãäå P
îñí

— ïåðèìåòð îñíî-
âàíèÿ; H � AA

1
— âûñîòà.

Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü
S

ïîëí
� S

áîê
+2S

îñí

Îáú¸ì
V � S

îñí
�H � S

îñí
�AA

1

Ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà

Ïðÿìàÿ ïðèçìà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè å¸ îñíîâà-
íèÿ — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè

l
a

a a

òðåóãîëü-
íàÿ

÷åòûð¸õ-
óãîëüíàÿ

ïÿòè-
óãîëüíàÿ

øåñòè-
óãîëüíàÿ

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



1875.3. Многогранникир

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ïðèçìû

S
áîê

� S
ãð
�n � aln

S
ãð

— ïëîùàäü ãðàíè; 
n — êîëè÷åñòâî ãðàíåé;
a — ñòîðîíà îñíîâàíèÿ;
l — äëèíà áîêîâîãî ðåáðà

Параллелепипед

A
B C

DD

A
11

B
1

C
1

DD
1

Ïàðàëëåëåïèïåä — ïðèçìà, â îñ-
íîâàíèè êîòîðîé ëåæèò ïàðàëëåëî-
ãðàìì

A

B C
DD

A
11

B
1

C
1

DD
1

O

Ñâîéñòâà:
1. Âñå ãðàíè — ïàðàëëåëîãðàììû.
2. Ïðîòèâîëåæàùèå ãðàíè ïàðàë-
ëåëüíû è ðàâíû.
3. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è òî÷êîé ïå-
ðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.
O — ñåðåäèíà A

1
C, BD

1
, AC

1
 è B

1
D.

4. Òî÷êà O — öåíòð ñèììåòðèè ïà-
ðàëëåëåïèïåäà

a

b
c

d
1

dd
2

d
4

d
3

Ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà ñóììå êâà-
äðàòîâ åãî ð¸áåð.

d
1
2+d

2
2+d

3
2+d

4
2�4a2+4b2+4c2

Ñóùåñòâóåò òðè âèäà ïàðàëëåëåïè-
ïåäîâ:
1. Ïðÿìîé — âñå áîêîâûå ãðàíè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòÿì îñíîâà-
íèé, îñíîâàíèÿ — ïàðàëëåëîãðàììû.
2. Ïðÿìîóãîëüíûé — âñå áîêîâûå
ãðàíè è îñíîâàíèÿ — ïðÿìîóãîëü-
íèêè.
3. Íàêëîííûé — áîêîâûå ãðàíè íå 
ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèÿì, âñå 
øåñòü ãðàíåé — ïàðàëëåëîãðàììû.
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Куб 

a

d

a

a a

Êóá — ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, 
ó êîòîðîãî âñå ð¸áðà ðàâíû.
Ñâîéñòâî
Âñå áîêîâûå ãðàíè — êâàäðàòû.
Ôîðìóëû

1. Äèàãîíàëü: d a 3
2. Ïëîùàäü: S

áîê
� 4a2; S

ïîëí
� 6a2

3. Îáú¸ì: V � a3 èëè V
d�

3

3 3

Пирамида

A

CC

D

X
B

S Ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, 
êîòîðûé ñîñòîèò èç ïëîñêîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà (îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû), òî÷-
êè, íå ëåæàùåé â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ 
(âåðøèíû ïèðàìèäû), è âñåõ îòðåçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ïèðàìèäû ñ âåð-
øèíàìè îñíîâàíèÿ

ABCD — îñíîâàíèå ïèðàìèäû;
S — âåðøèíà ïèðàìèäû;
SA, SB, SC, SD — áîêîâûå ð¸áðà;
.ASB.. , .BSC, .CSD, .ASD.. — áîêîâûå ãðàíè

A
C

D

O
B

S

H

Âûñîòà ïèðàìèäû — ïåðïåíäèêóëÿð, 
îïóùåííûé èç âåðøèíû ïèðàìèäû íà 
ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ.
SO — âûñîòà ïèðàìèäû;
SO � H (SO 0 (ABCD(( )).

V S HïèVV ð îS ñí ⋅S
1

3
S

áîê. ïèð.
� S.DASB+S.DBSC+S.DCSD+S.DASD

S
ïîëí. ïèð.

� S
áîê

+S
îñí



1915.3. Многогранникир

Правильная пирамида

Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè å¸ îñíîâàíèåì 
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, à îñíîâàíèå âûñîòû
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà

Íåêîòîðûå âèäû ïðàâèëüíûõ ïèðàìèä

l

S

H

A

BBB

C

OOO
ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

Òðåóãîëüíàÿ
.ABC.. — ïðàâèëüíûé; 
O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí
(âûñîò è áèññåêòðèñ), öåíòð âïèñàí-
íîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé

O
AA BBB

C
ϕϕϕ

DD

S

H l

×åòûð¸õóãîëüíàÿ
ABCD — êâàäðàò;
O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé

l

A B
MM
C

DDE

FF OO

ϕ
E

FF

D

S

HHH
Øåñòèóãîëüíàÿ
ABCDEF — ïðàâèëüíûé øåñòèó-
ãîëüíèê;
O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé 
AD, BE è FC

SO — âûñîòà ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû (SO 0 (ABC(( );
O — öåíòð îñíîâàíèÿ;
SM — àïîôåìà ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû (SM 0 BC) (âûñîòà 
áîêîâîé ãðàíè)
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Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

1. Áîêîâûå ð¸áðà ðàâíû,
îäèíàêîâî íàêëîíåíû
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.
SA � SB � SC � …; �SAO �
� �SBO � �SCO � … 
2. Áîêîâûå ãðàíè — ðàâ-
íûå äðóã äðóãó ðàâíîáå-
äðåííûå òðåóãîëüíèêè.
.ASB.. � .BSC � …
Àïîôåìû ðàâíû è íàêëî-
íåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâà-
íèÿ ïîä îäíèì óãëîì

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè

S P SM P láîS ê îPP ñí îñPP í⋅P = P
1

2

1

2
,

ãäå l — àïîôåìà
èëè 

S
S

áîS ê
îñS í=

cos
,

φ
ãäå � — óãîë íàêëîíà áî-
êîâîé ãðàíè ê ïëîñêîñòè 
îñíîâàíèÿ, � � �SMO
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
ïîëí

� S
áîê

+S
îñí

Îáú¸ì

V S HïèVV ð îS ñí ⋅S
1

3
,

H � SO, H — âûñîòà ïè-
ðàìèäû

Положение высоты в некоторых видах пирамид

S

RRA

BBB

C
OO RR

1. Åñëè â ïèðàìèäå:
à) âñå áîêîâûå ð¸áðà ðàâíû

èëè 
á) âñå áîêîâûå ð¸áðà ñîñòàâëÿþò
îäèíàêîâûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ îñíî-
âàíèÿ

èëè 
â) áîêîâûå ð¸áðà ñîñòàâëÿþò îäèíà-
êîâûå óãëû ñ âûñîòîé ïèðàìèäû,
òî âûñîòà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíî-
âàíèÿ

Ïðèìå÷àíèå: âûñîòà ïèðàìèäû ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè 
ïèðàìèäû, íà áîêîâîé ãðàíè èëè âíå ïèðàìèäû, â çàâèñèìî-
ñòè îò ðàçìåùåíèÿ öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Îêîëî òàêîé ïèðàìèäû ìîæíî îïèñàòü êîíóñ



1935.3. Многогранникир

S

N

A

BBB

C

O MMM

P

2. Åñëè â ïèðàìèäå:
à) âñå äâóãðàííûå óãëû ïðè îñíîâà-
íèè ðàâíû 

èëè 
á) âñå âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé ðàâíû

èëè 
â) âûñîòà ñîñòàâëÿåò îäèíàêîâûå 
óãëû ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé,
òî âûñîòà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå

Â òàêóþ ïèðàìèäó ìîæíî âïèñàòü êîíóñ.
Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, â êîòîðîé âñå
äâóãðàííûå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû ��, ìîæíî âû÷èñ-
ëÿòü ïî ôîðìóëå: 

S
S

áîS ê
îñS í=

cos α

S

A
B

C
O

3. Åñëè îäíà áîêîâàÿ ãðàíü
ïèðàìèäû ïåðïåíäèêóëÿðíà 
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, òî âûñîòîé
ïèðàìèäû áóäåò âûñîòà ýòîé
ãðàíè.
Åñëè â SABC (SAC 0 (ABC(( )
è SO 0 AC (O � AC),
òî SO — âûñîòà ïèðàìèäû,
SO 0 (ABC(( )

S

A
B

C

4. Åñëè äâå ñìåæíûå áîêîâûå ãðàíè 
ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâà-
íèÿ, òî âûñîòîé ïèðàìèäû áóäåò èõ 
îáùåå áîêîâîå ðåáðî.
Åñëè (SAB) 0 (ABC(( ) è (SAC) 0 (ABC(( ),
òî SA — âûñîòà ïèðàìèäû
SA 0 (ABC(( )

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Усечённая пирамида 

S

A

B

C

A
1

B
1

C
1

Îáðàçîâàíèå óñå÷¸ííîé ïèðà-
ìèäû
Åñëè çàäàíà ïèðàìèäà SABC
è ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü A

1
B

1
C

1
,

ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ïè-
ðàìèäû ((A((

1
B

1
C

1
) || (ABC(( )), òî

ýòà ïëîñêîñòü îòñåêàåò îò çà-
äàííîé ïèðàìèäû ïèðàìèäó
SA

1
B

1
C

1
, ïîäîáíóþ äàííîé.

(Ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ

k
SA
SA

A B
AB

� �1 1AA
� 1 . )

Äðóãàÿ ÷àñòü çàäàííîé ïèðàìèäû — ìíîãîãðàííèê 
ABCA

1
B

1
C

1
— íàçûâàåòñÿ óñå÷¸ííîé ïèðàìèäîé.

Ãðàíè ABC è A
1
B

1
C

1
— îñíîâàíèÿ ((ABC(( ) || (A((

1
B

1
C

1
)).

Òðàïåöèè ABB
1
A

11 1
, BCC

1
B

1
, ACC

1
A

11 1
— áîêîâûå ãðàíè.

H

OA

B

C

A
1

B
1

C
1

S
1

S
2

Âûñîòîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû 
íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè å¸ îñíîâàíèé.
A

1
O 0 (ABC(( );

A
1
O � H — âûñîòà

V HóñVV å÷. ïèð. = H ( )S S S SS +1

3
S SSS S SS ,

ãäå S
1
, S

2
— ïëîùàäè îñíîâà-

íèé

N
A

B C

ϕ
DD

M

l

B
1

A
1

D
1

C
1

O
1

O

H

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óñå÷¸í-
íîé ïèðàìèäû ðàâíà ñóììå
ïëîùàäåé îñíîâàíèé è áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè:

S
ïîëí

� S
1
+S

2
+S

áîê
.

Ïðàâèëüíàÿ óñå÷¸ííàÿ ïèðà-
ìèäà — óñå÷¸ííàÿ ïèðàìèäà, 
ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòüþ ïðàâèëü-
íîé ïèðàìèäû.
Àïîôåìà — âûñîòà áîêîâîé
ãðàíè.
MN 0 AD è MN 0 A

1
D

1
.

MN — àïîôåìà
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Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ïðàâèëüíîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû

S láîS ê

1

2 1 2( )P P+P1 2PP PP+PP ,

P
1
è P

2
— ïåðèìåòðû

îñíîâàíèé; 
l — àïîôåìà

S
S S

áîS ê = 1 2S SS
cos φ

,

S
1
è S

2
— ïëîùàäè îñíîâàíèé; 

� — óãîë íàêëîíà áîêîâîé 
ãðàíè ê áîëüøåìó îñíîâàíèþ

Сечения куба, призмы, пирамиды 

Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ãåîìå-
òðè÷åñêîãî òåëà — ýòî ëþ-
áàÿ ïëîñêîñòü, ïî îáå ñòî-
ðîíû îò êîòîðîé — òî÷êè
äàííîãî òåëà.
Ñå÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî
òåëà — ôèãóðà, ñîñòàâëåí-
íàÿ îáùèìè òî÷êàìè ñå-
êóùåé ïëîñêîñòè è äàííî-
ãî òåëà

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ 
ñå÷åíèé:
à) ìåòîä ñëåäîâ; 
á) ìåòîä âíóòðåííåãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ; 
â) ìåòîä ïåðåíîñà ñåêóùåé
ïëîñêîñòè

Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò
áûòü çàäàíà:
à) òðåìÿ òî÷êàìè, íå ëåæà-
ùèìè íà îäíîé ïðÿìîé;
á) ïðÿìîé è òî÷êîé, íå ëå-
æàùåé íà íåé;
â) äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ
ïðÿìûìè

Ìåòîä ñëåäîâ

1. Â ïëîñêîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ (èíîãäà â íåêîòîðîé
äðóãîé) ïîñòðîèòü ñëåäû (ëèíèè è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñå-
êóùåé ïëîñêîñòè).
2. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñëåäîâ âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ðåáðîì ìíîãîãðàííèêà
è ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè ìíî-
ãîãðàííèêà
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Правильные многогранники 

Ïðàâèëüíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê — âûïóêëûé ìíî-
ãîãðàííèê, ãðàíè êîòîðîãî — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíè-
êè ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí, ê êàæäîé âåðøèíå
ñõîäèòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ð¸áåð

Ê
îë

-â
î 

âå
ð
ø

è
í

Ê
îë

-â
î 

ãð
àí

åé

Ê
îë

-â
î 

ð
¸á

åð

1 Ïðàâèëüíûé
òåòðàýäð
(÷åòûð¸õãðàííèê)

4 4 6

2 Ãåêñàýäð
(øåñòèãðàííèê),
êóá

6 8 12

3 Îêòàýäð
(âîñüìèãðàííèê)

8 6 12

4 Èêîñàýäð (äâàäöà-
òèãðàííèê)

20 12 30

5 Äîäåêàýäð (äâåíàä-
öàòèãðàííèê)

12 20 30
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é

ñô
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û

Ï
ð
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é
 

òå
òð

àý
ä
ð

a
2

3
a

3
2

1
2

3 4

6

4
H

a
�

1 4

6

1
2

H
a

�

Ï
ð
àâ

è
ë
üí

û
é
 

îê
òà

ýä
ð

2
3

2
a

2
2

3

a
2

2

a
6

6

Ï
ð
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ë
üí

û
é
 

è
ê
îñ

àý
ä
ð

5
3

2
5

1
2

3
(

)
3

5
+

a
2

4(
)

5
5

+
a

3

1
2(

)
3

5
+

Ï
ð
àâ

è
ë
üí

û
é
 

ãå
ê
ñà

ýä
ð

4
a2

a3
a

3

2

a 2

Ï
ð
àâ

è
ë
üí

û
é
 

ä
îä

åê
àý

ä
ð

3
5

2
(

)
5

2
5

a
3

4

(
)

1
5

7
5

+
a

3

4(
)

1
5

+
a

1
0

2
0

(
)

2
5

1
1

5
+
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5.4. Тела и поверхности вращения 

Цилиндр

A B

X

B
1

A
1

X
1

XX

O

O
1

R

Öèëèíäð (êðóãîâîé öèëèíäð) — òåëî,
ñîñòîÿùåå èç äâóõ êðóãîâ, íå ëåæà-
ùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè è ñîâìåùàå-
ìûõ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è âñåõ
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ
â îñíîâàíèÿõ öèëèíäðîâ.
Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà — êðóãè.
Îáðàçóþùèå — îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå
òî÷êè îêðóæíîñòåé.
AA

1
, BB

1
— îáðàçóþùèå

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

1. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà
ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.
AO � O

1
A

11 1
� R

(AOB(( ) || (A((
1
O

1
B

1
)

2. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà
ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.
AA

1
 || BB

1
; AA

1
� BB

1

3. Âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà
îáðàçóþùåé.
H

îñí
� AA

1
� OO

1

M

M1MM

O

O
1

Ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëü-
íèêà îêîëî åãî ñòîðîíû êàê
îñè îáðàçóåòñÿ öèëèíäð

Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ
S

îñí.
� �R2

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
áîê

� 2�RH
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
ïîëí

� S
áîê

+2S
îñí

S
ïîëí

� 2�R(H+R)
Îáú¸ì

V � S
îñí

�H
V � �R2H

OMM
1
O

1
— ïðÿìîóãîëüíèê 

OO
1
— îñü öèëèíäðà.

R
öèë

� OM � O
1
M

1

H
öèë

� MM
1
� OO

1



1995.4. Тела и поверхности вращения р р

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

Ðàçâ¸ðòêà öèëèíäðà

O
1

R

O
R

H2 R

Ðàçâ¸ðòêà öèëèíäðà — ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2�R
è H (áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü) è äâà êðóãà ðàäèóñàìè R (îñíî-
âàíèÿ öèëèíäðà)

Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòÿìè

Îñåâîå ñå÷åíèå
Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, 
ïàðàëëåëüíîé îñè

A

B

O

O
1

D

C

ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå 
(ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷å-
ðåç îñü OO

1
).

ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê.
AD � d

îñí
� 2R

AB � CD � H
öèë

AB è CD — îáðàçóþùèå

K

L

O

O
1

N

M

A

(KLMN) || OO
1

KLMN — ïðÿìîóãîëüíèê.
KL è MN — îáðàçóþùèå.
KL � H

öèë

KN — õîðäà.
OA — ðàññòîÿíèå
îò îñíîâàíèÿ âûñîòû
äî õîðäû NK

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, 
ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

O

O1

O2OO

β

Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ
îñíîâàíèþ, ïåðåñåêàåò áî-
êîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèí-
äðà ïî îêðóæíîñòè, ðàâíîé
îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ:

R
ñå÷

� R
îñí

A

B

O

O
1

α

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü — 
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç îáðàçóþùóþ è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè 
îñåâîãî ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿ-
ùåãî ÷åðåç ýòó îáðàçóþ-
ùóþ.
� — êàñàòåëüíàÿ ïëî-
ñêîñòü.
AB — îáðàçóþùàÿ, � ïðî-
õîäèò ÷åðåç AB.

� 0 (AOO((
1
B)

Конус 

A

O
B

l

X

S

H

Êîíóñ (êðóãîâîé êîíóñ) — òåëî, ñîñòîÿ-
ùåå èç êðóãà, òî÷êè, íå ëåæàùåé â ïëî-
ñêîñòè ýòîãî êðóãà, è âñåõ îòðåçêîâ, ñî-
åäèíÿþùèõ çàäàííóþ òî÷êó ñ òî÷êàìè
îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ.
Îñíîâàíèå êîíóñà — êðóã,
ò. S — âåðøèíà êîíóñà.
SA è SB — îáðàçóþùèå
(îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó ñ òî÷-
êàìè îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû



2015.4. Тела и поверхности вращения р р

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

1. Îáðàçóþùèå êîíóñà ðàâ-
íû:

SA � SB � …
2. H

êîí
� SO SO 0 (AOB(( )

Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ
S

îñí
� �R2

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
áîê

� �Rl
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
ïîëí

� S
áîê

+S
îñí

S
ïîëí

� �R(l+R)
Îáú¸ì

V S HêîVV í îS ñí ⋅S
1

3

V R HêîVV í ⋅R
1

3
2

Ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
îêîëî åãî êàòåòà êàê îñè îáðàçóåòñÿ êîíóñ.
.AOS.. — ïðÿìîóãîëüíûé.
SO — îñü ñèììåòðèè, AS — îáðàçóþùàÿ.
R

êîí
� AO; H

êîí
� SO; AS � l

A

O

l

S

R

H

Ðàçâ¸ðòêà êîíóñà

R

S

l

A

A
1

β

O
A B

α

S

Ðàçâ¸ðòêà êîíóñà ñîñòî-
èò èç ñåêòîðà SAA

1
, ðàäè-

óñ êîòîðîãî ðàâåí îáðà-
çóþùåé êîíóñà, äëèíà 
äóãè — äëèíå îêðóæíîñòè 
îñíîâàíèÿ.
SA � SA

1
� l; �AA��

1
� 2�R

�ASA��
1
� � — óãîë â ðàç-

â¸ðòêå êîíóñà.
�ASB�� � � — óãîë ïðè âåð-
øèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ, 

β π α
2

sin ;
2

α β
π

= 2
2

arcsin

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòÿìè

Îñåâîå ñå÷åíèå
Ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç

âåðøèíó

A
OO

B

S

.SAB — îñåâîå ñå÷åíèå 
(ïðîõîäèò ÷åðåç îñü SO).
.SAB — ðàâíîáåäðåí-
íûé.
SA � SB � l — îáðàçó-
þùèå

A

OO
CC

S

DDD

.ASC.. — ðàâíîáåäðåííûé.
AS � SC � l — îáðàçóþùèå.
AC — õîðäà, OA � OC � R
OD — ðàññòîÿíèå îò îñíîâà-
íèÿ âûñîòû äî õîðäû AC.
OD2 � AO2–AD2

Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, 
ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

A
OO

R

S

rr OO
1

Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ
îñíîâàíèþ, ïåðåñåêà-
åò êîíóñ ïî êðóãó, à áî-
êîâóþ ïîâåðõíîñòü —
ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
íà îñè êîíóñà.
r
R

SO
SO

ñårr ÷

êîRR í

� 1

A
OO

R

S
α

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü — ýòî
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
îáðàçóþùóþ êîíóñà ïåðïåíäè-
êóëÿðíî îñåâîìó ñå÷åíèþ, ñî-
äåðæàùåìó ýòó îáðàçóþùóþ.
� — êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.
SA — îáðàçóþùàÿ, � ïðîõî-
äèò ÷åðåç SA
� 0 (SAO)

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Усечённый конус

A
OO

R

S

rr OO
1

l AA1

H
l

Óñå÷¸ííûé êîíóñ — ÷àñòü
êîíóñà, çàêëþ÷¸ííàÿ ìåæ-
äó åãî îñíîâàíèåì è ñåêó-
ùåé ïëîñêîñòüþ, ïàðàë-
ëåëüíîé îñíîâàíèþ.
Îñíîâàíèÿ — êðóãè ñ öåí-
òðàìè O è O

1
.

l — îáðàçóþùàÿ, AA
1
� l.

OA � R è O
1
A

11 1
� r — ðàäèó-

ñû îñíîâàíèé

Ñâîéñòâà Ôîðìóëû

K
OO

MMM

T
OOOO11OO

H
R

N

Îñåâîå ñå÷åíèå — ðàâíîáî-
êàÿ òðàïåöèÿ.
MKNT — îñåâîå ñå÷åíèå.
MT || KN è MK � TN
MT � 2r; KN � 2R
OO

1
0 KN

OO
1
� H

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
áîê

� �(R+r)l
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõ-
íîñòè

S
ïîëí

� S
áîê

+S
1îñí

+S
2îñí

Îáú¸ì

V Hó.ê.VV H
1

3
2 2π ( )R Rr r(RR2 2Rr r+

R è r — ðàäèóñû íèæíåãî 
è âåðõíåãî îñíîâàíèé; 
l — îáðàçóþùàÿ

K

O

l

r O11OO

H
R

Ïðè âðàùåíèè ïðÿìî-
óãîëüíîé òðàïåöèè îêîëî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ìåíüøóþ áîêîâóþ ñòîðîíó,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñíîâà-
íèÿì, îáðàçóåòñÿ óñå÷¸í-
íûé êîíóñ
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Ðàçâ¸ðòêà óñå÷¸ííîãî êîíóñà

r

R
2πR

2πr

Äâà êðóãà — âåðõíåå è íèæ-
íåå îñíîâàíèÿ ðàäèóñàìè r
è R; ÷àñòü êîëüöà — áîêî-
âàÿ ïîâåðõíîñòü

Шар и сфера

Øàð Ñôåðà

OR
B

Øàð — òåëî, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè, íå áîëüøåì äàííîãî
(R) îò äàííîé òî÷êè (O).
O — öåíòð øàðà; OB — ðà-
äèóñ øàðà:
OB � R.
Øàð ïîëó÷àåòñÿ ïðè âðà-
ùåíèè ïîëóêðóãà âîêðóã
åãî äèàìåòðà.
Îáú¸ì øàðà

V RøVV
4

3
3

O R
A

Ñôåðà — òåëî, êîòîðîå ñî-
ñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà, íàõîäÿùèõñÿ íà
äàííîì ðàññòîÿíèè (R) îò
äàííîé òî÷êè (O).
O — öåíòð ñôåðû.
OA — ðàäèóñ ñôåðû, AO � R
Ïðè âðàùåíèè ïîëóîêðóæ-
íîñòè âîêðóã å¸ äèàìåòðà
ïîëó÷àåì ñôåðó.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
ñôåðû 

S
ñô

� 4�R2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ñå÷åíèå øàðà ïëîñêîñòüþ

β
O1

OO
R

AAAAAA

RR

AAAAA

O — öåíòð øàðà,
O

1
— öåíòð êðóãà ñå÷åíèÿ:

OO
1
0 �

Âñÿêîå ñå÷åíèå øàðà
ïëîñêîñòüþ åñòü êðóã.
Öåíòð ýòîãî êðóãà — îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà 
øàðà íà ñåêóùóþ ïëîñ-
êîñòü.
Èç .OO

1
A

11
:

R R OOñåR ÷ øRR àðà −R2
1
2

Áîëüøîé êðóã Ñå÷åíèå äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè

O R

Áîëüøîé êðóã — ñå÷åíèå 
øàðà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
öåíòð.

R
ñå÷

� R
øàðà

O1

OO

r1rr

r2rr

O2O

OO
1
0 � è OO

2
0 �

r
1
 è r

2
— ðàäèóñû êðóãîâ

ñå÷åíèÿ.
OO

1
� OO

2
� r

1
� r

2

OO
1
� OO

2
� r

1
� r

2

OO
1
� OO

2
� r

1
� r

2

α

O

A

OA 0 �
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü
ê øàðó — ýòî ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
ñôåðû, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
ê ðàäèóñó, ïðîâåä¸ííîìó
â ýòó òî÷êó

α

O

A
a

Êàñàòåëüíàÿ ê øàðó — ýòî
ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè è ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó êà-
ñàíèÿ.

OA 0 �; OA 0 a; a � �

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Части шара

O

B

C

B

AAA
H1HH

H2HH

Øàðîâîé ñåãìåíò — ÷àñòü øàðà,
êîòîðóþ îòñåêàåò ñåêóùàÿ ïëî-
ñêîñòü.
Ïëîñêîñòü äåëèò øàð íà äâà ñåã-
ìåíòà.
AB � H

1
— âûñîòà ìåíüøåãî ñåã-

ìåíòà.
BC � H

2
— âûñîòà áîëüøåãî ñåã-

ìåíòà.
Îñíîâíûå ôîðìóëû

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:
S

áîê
� 2�RH.

Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: 
S

ïîëí
� �H(4R–H)

Îáú¸ì: V H R
H

ñåãìVV −RH
⎛
⎝
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠
⎞⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞π 2

3

OO

H

RR
–

H

Øàðîâîé ñåêòîð — òåëî, îãðàíè-
÷åííîå ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 
øàðîâîãî ñåãìåíòà è áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòüþ êîíóñà, êîòîðîå èìå-
åò îáùåå îñíîâàíèå ñ ñåãìåíòîì
è âåðøèíó â öåíòðå êîíóñà.

Îñíîâíûå ôîðìóëû
Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: 

S RïîëíS R ( )H H+H R H

Îáú¸ì: V R HñåVV ê

2

3
2

Ïðèìå÷àíèå: åñëè øàðîâîé ñåãìåíò ìåíüøå ïîëóøàðà, òî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ øàðîâîãî ñåêòîðà åãî äîïîëíÿþò êîíóñîì,
à åñëè áîëüøå ïîëóøàðà, òî êîíóñ óäàëÿþò

O

O1

O2

RR 1

R 2R

H

Øàðîâîé ñëîé — ÷àñòü øàðà
ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñå-
êóùèìè ïëîñêîñòÿìè.
H — ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåêóùè-
ìè ïëîñêîñòÿìè;
R

1
 è R

2
— ðàäèóñû îñíîâàíèé
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Îñíîâíûå ôîðìóëû

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: S
áîê

� 2�RH; R — ðàäèóñ
øàðà.

Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: SïîëíS ( )RH R RRH + .1RR2
2RR2

Îáú¸ì: V
H= π
6 1

2
2
2 2)R H+( R3 3RR1RRRR2
2R2 2H+

5.5. Измерение геометрических величин

Угол. Величина угла, градусная мера угла

B

A

C

�ABC��

m

n

�(m, n)

Óãîë — ôèãóðà,
ñîñòîÿùàÿ èç òî÷-
êè — âåðøèíû
óãëà, è äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ ëó÷åé, èñ-
õîäÿùèõ èç ýòîé
òî÷êè

Óãëû èçìåðÿþò â ãðàäóñàõ. 1
180

° = 1
 ðàçâ¸ðíóòîãî óãëà

Âèäû óãëîâ

A

B C

90°

ïðÿìîé

∠ =A∠∠ C

= ° =90
2

π
ðàä

β

òóïîé
� � 90�

α

îñòðûé
� � 90�

O

BA
180°

ðàçâ¸ðíóòûé
�AOB�� � 180�

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Дуга

α

O

A B

Äóãà — ÷àñòü îêðóæíîñòè ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè.
Ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè — ãðàäóñíàÿ 
ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî
óãëà.

Äëèíà äóãè 1�: l
R

1ll 180° =
°

π

Äëèíà äóãè n�: l
Rn

n° = °
°

π
180

Углы в пространстве

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

B OOα

A Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïåðåñåêàþùåé å¸ 
ïëîñêîñòüþ — ýòî óãîë ìåæäó ïðÿìîé 
è å¸ ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü.
�ABO�� — óãîë ìåæäó ïðÿìîé AB è ïëîñ-
êîñòüþ �
(BO — ïðîåêöèÿ AB íà �, AO 0 �)

Îñîáûå ñëó÷àè

a

a || � � �(a; �) � 0

a

a 0 � � �(a; �) � 90�

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè (äâóãðàííûé óãîë) 

A

C

BBB
cc

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè � è �, ïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ ïî ïðÿìîé c, íàçû-
âàåòñÿ óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè, ïî
êîòîðûì òðåòüÿ ïëîñêîñòü /, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ èõ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, 
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè � è �.
�ABC�� — óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 
� è �, ò. å. AB 0 c; BC 0 c; AB � �;
BC � �
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Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè
ïëîñêîñòÿìè ðàâåí 0�.
�(�; �) � 0 � � || �

A

B
M

c
MM

Äâóãðàííûé óãîë — ôèãóðà,
îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ ïîëóïëîñêîñòÿ-
ìè ñ îáùåé îãðàíè÷èâàþùåé èõ
ïðÿìîé.
� è � — ãðàíè äâóãðàííîãî óãëà, 
c — ðåáðî äâóãðàííîãî óãëà
AM 0 c, BM 0 c, AM � �, MB � �.
�AMB�� � � — ëèíåéíûé óãîë äâó-
ãðàííîãî óãëà

Ñâîéñòâà
Ïëîñêîñòü ëèíåéíîãî óãëà ïåðïåíäèêóëÿðíà êàæäîé ãðà-
íè äâóãðàííîãî óãëà.
(AMB(( ) 0 � è (AMB(( ) 0 �

Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ 
ïðÿìûìè

a
b

ϕ
a1 b11

Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-
ìûìè — ýòî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, 
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ è ïàðàëëåëü-
íû äàííûì ñêðåùèâàþùèìñÿ.
a || a

1
; b || b

1
; �(a; b) � �(a

1
; b

1
) � �

0� � � � 90�

Åñëè óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ðàâåí 90�,
òî îíè íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè

Длина отрезка, ломаной, окружности, 
периметр многоугольника 

A K B Îòðåçîê — ÷àñòü ïðÿìîé, êîòîðàÿ 
ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé,
ëåæàùèõ ìåæäó äâóìÿ å¸ òî÷êà-
ìè — êîíöàìè îòðåçêà

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êîòîðûå îò-
ðåçîê ðàçáèâàåòñÿ ëþáîé åãî òî÷êîé:

AB � AK+KB

A

B

C D

E

Ëîìàíàÿ — ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà,
ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà 
îäíîé ïðÿìîé (âåðøèí), ñîåäèí¸í-
íûõ îòðåçêàìè (çâåíüÿìè).
Äëèíà ëîìàíîé ðàâíà ñóììå äëèí 
å¸ çâåíüåâ

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

Ìíîãîóãîëüíèê — ïðîñòàÿ çàìêíó-
òàÿ ëîìàíàÿ, ñîñåäíèå çâåíüÿ êîòî-
ðîé íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëûì, åñëè êàæäàÿ èç åãî äèàãîíà-
ëåé ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà

×èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà: 

n
n

d = ( )n −
,

2
n — ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.
Ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äëèí åãî ñòîðîí: 

Pn � A
1
A

11 2
+A

2
A

22 3
+…+An–1

A
11 n

O A
C

D

M

N
Îêðóæíîñòü — ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ
èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíî-
óäàë¸ííûõ îò äàííîé òî÷êè (öåí-
òðà).
OA � R — ðàäèóñ.
MN � D � 2R — äèàìåòð.
CD — õîðäà.
�AN�� , �AM�� — äóãè

Äëèíà îêðóæíîñòè: 
C � 2�R,

ãäå R — ðàäèóñ; ÷èñëî � — îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè 
ê äèàìåòðó:

π = ≈C
R2

3 14,

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Расстояние в пространстве

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè (11 — ðàññòîÿíèå) 

A
1

A Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè — 
ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî 
èç ýòîé òî÷êè íà ïëîñêîñòü

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ

K

P

Ïðîâåñòè 
KP 0 �
(P � �).
KP � 1(K; �)

A

B

C

D

AB 0 �
Ïðîâåñòè 
CD || AB � CD 0 �.
CD � 1(c; �)

N

MM

A

B

Ïðîâåñòè � 0 � ÷åðåç òî÷-
êó M (M � ïåðåñåêàåò � ïî AB).
Ïðîâåñòè 
MN 0 AB � MN 0 �.
MN � 1(N; �)

×àñòíûå ñëó÷àè íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ 
îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè (äî ïðÿìîé)

O

A

S

R

SO — ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè äî ïëîñêîñòè ìíîãî-
óãîëüíèêà;

Ñâîéñòâî òî÷êè, 
ðàâíîóäàë¸ííîé îò âñåõ 
âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà

Åñëè òî÷êà âíå ïëîñêîñòè 
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîóäà-
ëåíà îò âñåõ åãî âåðøèí, òî 
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, 
ïðîâåä¸ííîãî èç ýòîé òî÷êè 
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OA � R — ðàäèóñ
îïèñàííîé îêðóæíîñòè;
SA — ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè äî âåðøèíû ìíîãî-
óãîëüíèêà

ê ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà, 
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíî-
ñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãî-
óãîëüíèêà 

AAA
O

S

AAA

S

SO — ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè äî ïëîñêîñòè ìíîãî-
óãîëüíèêà;
AO � r — ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â ìíî-
ãîóãîëüíèê 

Ñâîéñòâî òî÷êè, ðàâíî-
óäàë¸ííîé îò ñòîðîí ìíîãî-
óãîëüíèêà
Åñëè òî÷êà âíå ïëîñêîñòè 
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîóäà-
ëåíà îò åãî ñòîðîí, òî îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðî-
âåä¸ííîãî èç ýòîé òî÷êè 
ê ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíè-
êà, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â ìíîãî-
óãîëüíèê.
SA — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî
ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé
è ïëîñêîñòüþ

A
1

A Âûáðàòü íà ïðÿìîé a ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó A è íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýòîé
òî÷êè äî ïëîñêîñòè �.
a || �2 A � a
1(a; �) � 1(A(( ; �) � AA

1

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

A

B

Âûáðàòü â ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó A è íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî
ïëîñêîñòè �.
� || �2 A � �
1(�; �) � 1(A(( ; �) � AB

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ
ïðÿìûìè

a

b

A

B

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ 
ïðÿìûìè — ýòî äëèíà îáùåãî ïåðïåí-
äèêóëÿðà ê ýòèì ïðÿìûì.
AB 0 a; AB 0 b 1(a; b) � AB
ïðÿìûå a è b ñêðåùèâàþòñÿ

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

a

b

1(a; b) � 1(�; �)

Ïðîâåñòè ÷åðåç ïðÿìóþ b ïëîñêîñòü 
� || a

a

b

1(a; b) � 1(�; �)

Ïðîâåñòè ÷åðåç a è b ïàðàëëåëüíûå 
ïëîñêîñòè � è �

a

A

b

b1

1(a; b) � 1(A(( ; b
1
)

Ïðîâåñòè � 0 a, ñïðîåêòèðîâàòü a è b
íà ýòó ïëîñêîñòü: a ( A,
b ( b

1
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Площади треугольника, четырёхугольника, 

круга и его частей

Площадь треугольника

ha

b

a

chhc

hhb

S ah bh cha bbh cah
1

2

1

2

1

2

ba

c

S ab b acab
1

2

1

2

1

2
s i sinγ αbc

2
sbc i β

b

a

c
Ôîðìóëà Ãåðîíà:

S p p p pp( )p ap ( )p bb ( )p cp ,

ãäå p
a b c= +b

2

èëè 

S
1

4
( )a b c+a c ( )a b c− +b ( )a b c− b ( )a b c−b

O

r

RRR

Íàõîæäåíèå ïëîùàäè ÷åðåç ðàäèó-
ñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé: r èr R.

S � p �r, ãäå p
a b c= +b

2
.

S
a b c

r=
+b

2
,  ãäå r — ðàäèóñ âïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè.

S
abc

R
�

4
 èëè S R2 sin sin ,α βsin γ

ãäå R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè
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a

a

a

Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà:

S
a�

2 3

4

b

a
c

hc

α

α

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà:

S ab
1

2

S chc
1

2

S acac
1

2

1

2
s α βbc

1

2
sbc in

Ñëåäñòâèå: h
ab
cc �

Äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

×åðåç ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà m
1
, m

2
, m

3
:

S
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )m m m+m + m1 2m+ 3 ( )m m m− + +m1m 2 3m+ ( )m m− +m1 2mm 3 ( )m m m+ −m1m 2 3m

mm1 mm3

m22

×åðåç âûñîòû òðåóãîëüíèêà h
1
, h

2
, h

3
:

S
h h h h h h h h h h

+= +⎛
⎝⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

− + +⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

− +⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

+1 1 1 1⎞ ⎛ 1 1 1 1 1 1⎞

1 2h 3 1h⎠ ⎝ 2 3h 1 2hh 1hh3 ⎠
1 111

2 3h h22 3

−⎛
⎝⎜
⎛⎛
⎝⎝

⎞
⎠⎟
⎞⎞
⎠⎠

h2

hh3

hh1

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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óãîëüíèêà 
ìåòîäîì ïëîùàäåé

ha

a

c
b

Ìåòîä ïëîùàäåé çàêëþ÷àåòñÿ â íàõî-
æäåíèè ïëîùàäè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè, äàëåå èç ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäÿò
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà, íà-
ïðèìåð âûñîòó

S aha
1

2
 èëè 

S p p p pp( )p ap ( )p bb ( )p cp ,  ãäå p
a b c= +b

2
� h

S
aa � 2

Площадь четырёхугольника

d1

ϕ
d2

Ïëîùàäü ëþáîãî âûïóêëîãî ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå 
ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé íà ñèíóñ
óãëà ìåæäó íèìè:

S d d
1

2 1 2dd d sin α

ha
b

a

hb

a

b

d1

ϕ
d2

Ïëîùàäü
ïàðàëëåëîãðàììà
S � aha � ahb

S � ab sin�

S d d
1

2 1 2dd d sin φ
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ϕ
d

a

b

d
a

a

Ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà 
è êâàäðàòà
S

ïð
� ab

S dïðS
1

2
2 sin φ

S
êâ

� a2

S
d

êâ �
2

2

h

a

a

a
α

d1

d2

Ïëîùàäü ðîìáà
S

ð
� ah

S
ð
� a2 sin�

S d dðSS
1

2 1 2dd d

h

a

A

B C

D

N

MM
h

Ïëîùàäü òðàïåöèè

S
a b

hòð = ⋅
2

èëè 
S

òð
� m �h,

ãäå m
a b=

2
— ñðåä-

íÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè.
S

òð
� CD �MN,

CD — áîêîâàÿ ñòîðîíà;
MN — ïåðïåíäèêóëÿð, 
ïðîâåä¸ííûé èç ñåðå-
äèíû äðóãîé áîêîâîé 
ñòîðîíû íà CD

Â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè 
äèàãîíàëÿìè ïëîùàäü ðàâíà êâàäðàòó âûñîòû:

S
òð

� h2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Площадь круга и его частей 

R

O

Êðóã — ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç
âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàññòîÿ-
íèå îò êîòîðûõ äî äàííîé òî÷êè 
íå áîëüøå äàííîãî.
Òî÷êà O — öåíòð êðóãà, äàííîå
ðàññòîÿíèå R — ðàäèóñ êðóãà

Ïëîùàäü êðóãà: S � �R2 èëè S
D= π 2

4
,  ãäå D — äèàìåòð

α

Êðóãîâîé ñåêòîð — ÷àñòü êðóãà,
ëåæàùàÿ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà

Ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà

S
R n

ñåêòS = ⋅ °n
°

π 2

360
,  ãäå n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî öåíòðàëüíîãî óãëà.

S
R

ñåêòS = α 2

2
,  ãäå � — ðàäèàííàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî

öåíòðàëüíîãî óãëà

Êðóãîâîé ñåãìåíò — îáùàÿ
÷àñòü êðóãà è ïîëóïëîñêîñòè

Ïëîùàäü ñåãìåíòà, íå ðàâíîãî ïîëóêðóãó, âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå:

S
R

n SñåãìS =
°

⋅ nπ 2

360 Δ,

ãäå n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíî-
ãî óãëà; 
S. — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé â öåíòðå êðóãà;
«+», åñëè n� � 180�; «–», åñëè n� � 180�
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Комбинации тел

Комбинации многогранников

Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì âî âòîðîé ìíîãî-
ãðàííèê, åñëè âåðøèíû ïåðâîãî ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè
(ð¸áðàõ, ãðàíÿõ) âòîðîãî. Âòîðîé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåò-
ñÿ îïèñàííûì îêîëî ïåðâîãî

Комбинации тел вращения 

Öèëèíäð — êîíóñ

O

O
1

Êîíóñ íàçûâàåòñÿ âïèñàí-
íûì â öèëèíäð, åñëè îñíî-
âàíèå êîíóñà ñîâïàäàåò
ñ îñíîâàíèåì öèëèíäðà,
à âåðøèíà êîíóñà ëåæèò
íà âòîðîì îñíîâàíèè öè-
ëèíäðà.
Ïðè ýòîì öèëèíäð íàçûâà-
åòñÿ îïèñàííûì îêîëî êî-
íóñà.

Rê

Rö

HöHH
hê

lêê

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà
h

ê
� H

ö
; R

ê
� R

ö
,

h
ê
 è H

ö
— âûñîòû êîíóñà 

è öèëèíäðà;
R

ê
è R

ö
— ðàäèóñû êîíóñà 

è öèëèíäðà

O
1

O

Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ âïè-
ñàííûì â êîíóñ, åñëè îäíî 
îñíîâàíèå öèëèíäðà ëå-
æèò â îñíîâàíèè êîíóñà, 
à îêðóæíîñòü âòîðîãî îñíî-
âàíèÿ ëåæèò íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè êîíóñà.
Ïðè ýòîì êîíóñ íàçûâàåò-
ñÿ îïèñàííûì îêîëî öè-
ëèíäðà.

HêHH

hö

Rê

r ö

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà
R
r

H
H h

êRR

örr
ê

ê öhH
= ,

H
ê
 è h

ö
— âûñîòû êîíóñà 

è öèëèíäðà;
R

ê
 è r

ö
— ðàäèóñû êîíóñà 

è öèëèíäðà
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Øàð — öèëèíäð 

O
1

OO

O
2

OO

Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ âïè-
ñàííûì â øàð, åñëè åãî 
îñíîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñå÷å-
íèÿìè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí îêî-
ëî öèëèíäðà.

R H

r

O

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà

1. Öåíòð øàðà ëåæèò
íà ñåðåäèíå âûñîòû öè-
ëèíäðà.
2. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà —
ðàâíûå ïàðàëëåëüíûå ñå÷å-
íèÿ øàðà.
3. Ðàäèóñ øàðà R, ðàäè-
óñ öèëèíäðà r èr âûñîòà öè-
ëèíäðà H ñâÿçàíû ñîîòíî-
øåíèåì: 

R
H

r2
2

2

2
= ⎛

⎝
⎛⎛⎛⎛
⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ⎞

⎠
⎞⎞⎞
⎠⎠
⎞⎞⎞⎞ +

O

Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ îïè-
ñàííûì îêîëî øàðà, åñëè 
øàð êàñàåòñÿ âñåõ îáðà-
çóþùèõ öèëèíäðà è åãî 
îñíîâàíèé.
Ïðè ýòîì øàð âïèñàí â öè-
ëèíäð.

R

H

r

O

R

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà

1. Øàð ìîæíî âïèñàòü
òîëüêî â ðàâíîñòîðîííèé
öèëèíäð.

2. R r
H�r
2

,  ãäå R — ðà-

äèóñ øàðà, H — âûñîòà
öèëèíäðà, r — ðàäèóñ öè-
ëèíäðà
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Øàð — êîíóñ

R
O
O1

r

Êîíóñ íàçûâàåòñÿ âïèñàí-
íûì â øàð, åñëè âåðøèíà
êîíóñà ëåæèò íà ïîâåðõíî-
ñòè øàðà, à åãî îñíîâà-
íèå — ñå÷åíèå øàðà.
Øàð ïðè ýòîì îïèñàí îêî-
ëî êîíóñà.

R

HHHH

r
R

H r

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü
îêîëî ëþáîãî êîíóñà.
2. Öåíòð øàðà — íà îñè 
êîíóñà è ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî îñåâîãî ñå÷åíèÿ
êîíóñà.
3. Åñëè R — ðàäèóñ øàðà,
r — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êî-
íóñà, H — âûñîòà êîíó-
ñà, òî 

R2 � (H–R)2+r2

O

Êîíóñ íàçûâàåòñÿ îïèñàí-
íûì îêîëî øàðà, åñëè øàð
êàñàåòñÿ âñåõ îáðàçóþùèõ
êîíóñà è åãî îñíîâàíèé.
Øàð ïðè ýòîì âïèñàí â êî-
íóñ.

R

Hrr
O1

A

L

B

C
α

α
2

O

Îñåâîå ñå÷åíèå, ñâîéñòâà
1. Øàð ìîæíî âïèñàòü
â ëþáîé êîíóñ.
2. Öåíòð øàðà — íà îñè 
êîíóñà.
3. Åñëè r — ðàäèóñ øàðà,
R — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êî-
íóñà, H — åãî âûñîòà, òî:

r
H r

R

H R
=

2 2R
;

r R
S
R L

ABC=R tg
α
2

ΔAA ,

L — îáðàçóþùàÿ êîíóñà;
� — óãîë ìåæäó îáðàçóþ-
ùåé è ïëîñêîñòüþ îñíîâà-
íèÿ êîíóñà
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Комбинации многогранников и тел вращения 

Öèëèíäð — ïðèçìà

O

O1

RR

H H

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ âïè-
ñàííîé â öèëèíäð, åñëè
å¸ îñíîâàíèÿ âïèñàíû
â îñíîâàíèÿ öèëèíäðà,
à áîêîâûå ð¸áðà — îáðà-
çóþùèå öèëèíäðà.
Ïðè ýòîì öèëèíäð îïè-
ñàí îêîëî ïðèçìû.
Ñâîéñòâà ïðèçìû, âïè-
ñàííîé â öèëèíäð
1. Öèëèíäð ìîæíî îïè-
ñàòü îêîëî ïðÿìîé ïðèç-
ìû, åñëè å¸ îñíîâàíèå —
ìíîãîóãîëüíèê, îêîëî
êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòü.
2. Îñü öèëèíäðà ëåæèò
íà îäíîé ïðÿìîé ñ âûñî-
òîé H ïðèçìû.
3. Áîêîâûå ð¸áðà ïðèçìû
ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè
öèëèíäðà è ðàâíû H

R
HL

RR

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ îïèñàí-
íîé îêîëî öèëèíäðà, åñëè å¸ 
îñíîâàíèÿ îïèñàíû îêîëî îñ-
íîâàíèé öèëèíäðà, à áîêî-
âûå ãðàíè êàñàþòñÿ öèëèí-
äðà (ëåæàò â êàñàòåëüíûõ 
ïëîñêîñòÿõ).
Öèëèíäð ïðè ýòîì âïèñàí 
â ïðèçìó.
Ñâîéñòâà ïðèçìû, îïèñàííîé
îêîëî öèëèíäðà
1. Öèëèíäð ìîæíî âïèñàòü 
â ïðÿìóþ ïðèçìó, åñëè â å¸ 
îñíîâàíèè ëåæèò ìíîãî-
óãîëüíèê, â êîòîðûé ìîæíî 
âïèñàòü îêðóæíîñòü.
2. Áîêîâûå ãðàíè ïðèçìû 
êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè öè-
ëèíäðà.
3. Áîêîâûå ð¸áðà ïðèçìû
ðàâíû îáðàçóþùèì öèëèí-
äðà è âûñîòå öèëèíäðà

Êîíóñ — ïèðàìèäà 

H

ORR

B

A

C

S

l HHHH

O

S

A

B

C
r

r
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-
ñÿ âïèñàííîé â êîíóñ,
åñëè å¸ îñíîâàíèå âïè-
ñàíî â îñíîâàíèå êîíó-
ñà, à âåðøèíà ñîâïàäàåò
ñ âåðøèíîé êîíóñà.
Ïðè ýòîì êîíóñ îïèñàí 
îêîëî ïèðàìèäû.
Ñâîéñòâà ïèðàìèäû,
âïèñàííîé â êîíóñ
1. Êîíóñ ìîæíî îïèñàòü 
îêîëî ïèðàìèäû, åñëè
å¸ îñíîâàíèå — ìíîãî-
óãîëüíèê, âîêðóã êîòîðî-
ãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü.
2. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâ-
íà âûñîòå êîíóñà è ïðî-
õîäèò ÷åðåç öåíòð îïè-
ñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ 
îêðóæíîñòè.
3. Áîêîâûå ð¸áðà ïèðà-
ìèäû ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþ-
ùèìè êîíóñà

Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ îïè-
ñàííîé îêîëî êîíóñà, åñëè 
å¸ îñíîâàíèå îïèñàíî îêîëî
îñíîâàíèÿ êîíóñà, à âåðøè-
íà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé êî-
íóñà.
Ïðè ýòîì êîíóñ âïèñàí â ïè-
ðàìèäó.
Ñâîéñòâà ïèðàìèäû, îïèñàí-
íîé îêîëî êîíóñà
1. Êîíóñ ìîæíî âïèñàòü
â ïèðàìèäó, åñëè å¸ îñíî-
âàíèå — ìíîãîóãîëüíèê, 
â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü, âûñîòà ïðîõî-
äèò ÷åðåç öåíòð ýòîé îêðóæ-
íîñòè.
2. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíó-
ñà ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíî-
ñòè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå.
Âûñîòû êîíóñà è ïèðàìèäû
ñîâïàäàþò.
3. Âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé
ïèðàìèäû ÿâëÿþòñÿ îáðàçó-
þùèìè êîíóñà

Øàð — ïðèçìà

O

O1

O2OO

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ âïè-
ñàííîé â øàð, åñëè âñå
å¸ âåðøèíû ëåæàò íà ïî-
âåðõíîñòè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí 
îêîëî ïðèçìû

AAAA
B

C

AAA
11

B
1

C
1

O

O1

OOOOO2OO

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ îïèñàí-
íîé îêîëî øàðà, åñëè âñå å¸ 
ãðàíè êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè
øàðà.
Ïðè ýòîì øàð âïèñàí 
â ïðèçìó

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ñâîéñòâà ïðèçìû, 
âïèñàííîé â øàð

O

O
2

OO

O
1

R

1. Øàð ìîæíî îïèñàòü
îêîëî ïðÿìîé ïðèçìû,
åñëè îêîëî îñíîâàíèé
ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü. Öåíòð øàðà ëå-
æèò íà ñåðåäèíå âûñîòû
ïðèçìû, êîòîðàÿ ñîåäè-
íÿåò öåíòðû ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé.
2. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû
âïèñàíû â ðàâíûå è ïà-
ðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ
øàðà.
3. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷
öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðè-
âàòü ñå÷åíèå ïîëóïëîñêî-
ñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò 
÷åðåç öåíòð øàðà è áîêî-
âîå ðåáðî ïðèçìû.

4. R
H

r2
2

2

4
= + ,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà; 
r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, 
îïèñàííîé îêîëî îñíîâà-
íèÿ, H — âûñîòà ïðèç-
ìû

Ñâîéñòâà ïðèçìû,
îïèñàííîé îêîëî øàðà

O

O2

O1OO

R

1. Øàð ìîæíî âïèñàòü
â ïðÿìóþ ïðèçìó, åñëè â å¸ 
îñíîâàíèå ìîæíî âïèñàòü 
îêðóæíîñòü, à âûñîòà ïðèç-
ìû ðàâíà äèàìåòðàì ýòèõ
îêðóæíîñòåé. Öåíòð øàðà —
íà ñåðåäèíå âûñîòû ïðèçìû,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ýòèõ 
îêðóæíîñòåé.
2. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ öåëå-
ñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ñå-
÷åíèå ïîëóïëîñêîñòüþ, êî-
òîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
øàðà ïåðïåíäèêóëÿðíî áîêî-
âîé ãðàíè ïðèçìû.

R r
H�r
2

,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà; r — 
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàí-
íîé â îñíîâàíèå; H — âûñî-
òà ïðèçìû.
3. ×òîáû â ïðèçìó ìîæ-
íî áûëî âïèñàòü øàð, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
â å¸ ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñå-
÷åíèå ìîæíî áûëî âïèñàòü 
îêðóæíîñòü, è ÷òîáû âûñîòà
ïðèçìû ðàâíÿëàñü äèàìåòðó
ýòîé îêðóæíîñòè

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Øàð — ïèðàìèäà 

O

BB
A

C

S

Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ
âïèñàííîé â øàð, åñëè 
âñå å¸ âåðøèíû ëåæàò íà
ïîâåðõíîñòè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí 
îêîëî ïèðàìèäû.
Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé
ïèðàìèäû, âïèñàííîé
â øàð
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü
îêîëî ëþáîé ïðàâèëüíîé 
ïèðàìèäû.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà
ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîäåð-
æèò âûñîòó ïèðàìèäû.
3. Ðåøàÿ çàäà÷è, îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèÿ:
& â òðåóãîëüíîé ïèðàìè-

äå (â îñíîâàíèè ïðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê)

O

A

C

S

BB

O1

D

OO1

O

S

A
DD

A

A

BB

C

SS

O

Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ îïè-
ñàííîé îêîëî øàðà, åñëè âñå
å¸ ãðàíè êàñàþòñÿ ïîâåðõíî-
ñòè øàðà.
Øàð ïðè ýòîì âïèñàí â ïè-
ðàìèäó.
Ñâîéñòâà ïèðàìèäû, îïèñàí-
íîé îêîëî øàðà
1. Øàð ìîæíî âïèñàòü â ëþ-
áóþ ïðàâèëüíóþ ïèðàìèäó.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà âû-
ñîòå ïèðàìèäû.
3. Ðåøàÿ çàäà÷è, îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèÿ:
& â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå

(â îñíîâàíèè — ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê)

O
A

C

S

BBB

O1

D

O1

O

S

AA D

A

R

R

r

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè
ñå÷åíèå ÷åðåç ìåäèàíó
îñíîâàíèÿ è âåðøèíó ïè-
ðàìèäû;
& â ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïè-

ðàìèäå (â îñíîâàíèè —
êâàäðàò).

O
AA

BB C

D

S

D

O1

OO1

O

S

A CA C

Ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèå, 
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îäíó
èç äèàãîíàëåé îñíîâàíèÿ
è âåðøèíó ïèðàìèäû.

Öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè ñå-
÷åíèå ÷åðåç ìåäèàíó îñíîâà-
íèÿ è âåðøèíó ïèðàìèäû;
& â ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïèðà-

ìèäå (â îñíîâàíèè — êâà-
äðàò).

O
AA

BB C

D

S

D

OO11

MM
N

O1

O

S

R

rM NNN

Ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèå, ïðî-
õîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó ïè-
ðàìèäû è àïîôåìû ïðîòèâî-
ëåæàùèõ áîêîâûõ ãðàíåé.

4. Ðàäèóñ øàðà R è ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè r, îïè-
ñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ
ïèðàìèäû, è âûñîòà ïè-
ðàìèäû H ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì: 

R2 � (H–R2)+r2

4. Åñëè R — ðàäèóñ øàðà,
H — âûñîòà ïèðàìèäû, r —
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàí-
íîé â îñíîâàíèå, òî:

R
H R

r

H r
=

2 2r

5. Öåíòð âïèñàííîãî øàðà 
ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè âûñî-
òû ïèðàìèäû ñ áèññåêòðèñîé
óãëà ìåæäó àïîôåìîé è å¸ 
ïðîåêöèåé íà îñíîâàíèå

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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5.6. Координаты и векторы

Декартовы координаты

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
íà ïëîñêîñòè

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
â ïðîñòðàíñòâå

0

y

xM ( ;a 0)1MM

M b(0; )2MM M b( ;a )

O — íà÷àëî êîîðäèíàò;
Ox — îñü àáñöèññ;
Oy — îñü îðäèíàò

0
y

z

x

MM b( ;a ; )c

M ( ;a 0; c)xMM

M (a; 0; )c3MM

M c(0; 0; )zMM
M b c(0; ;b )2MM

M b( ;a ; 0)1MM

M b(0; ; )0yyMM

O — íà÷àëî êîîðäèíàò;
Ox — îñü àáñöèññ;
Oy — îñü îðäèíàò;
Oz — îñü àïïëèêàò 

Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà

C(xC; yC) — ñåðåäèíà îòðåç-
êà AB

0

y

x

A y( ;x )1 1y;

B y( ;x )2 2yy;C

x
x x

C =
+1 2x
2

; y
y y

C =
+1 2y
2

C(xC; yC; zC) — ñåðåäèíà îò-
ðåçêà AB

0
y

z

x

C

A y z( ;x ; )z1 1y; 1)

B y z( ;x ; )z2 2yy; 2

x
x x

C =
+1 2x
2

; y
y y

C =
+1 2y
2

;

z
z z

C =
+1 2z
2

Êîîðäèíàòû òî÷êè,
äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè

0

y

x

A y( ;x )1 1y;

B y( ;(x )2 2yy;
m

nn
C

0
y

z

x

A y z( ;x ; )z1 1y; 1)

B y z( ;x ; )z2 2yy; 2

C y z( ;x ; )zC Cyy; Cz
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A(x
1
; y

1
),

B(x
2
; y

2
). Òî÷êà C(xC; yC)

äåëèò îòðåçîê AB â îòíî-
øåíèè m :n, ñ÷èòàÿ îò òî÷-
êè A. Òîãäà êîîðäèíàòû
òî÷êè C:

x
nx mx

m nC =
+
+

1 2mx+
;

y
ny my

m nC =
+
+

1 2my+

A(x
1
; y

1
; z

1
), C(xC; yC; zC),

B(x
2
; y

2
; z

2
)

Òî÷êà C(xC; yC; zC) äåëèò
îòðåçîê AB â îòíîøåíèè 
m :n, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè A.

x
nx mx

m nC =
+
+

1 2mx+
;

y
ny my

m nC =
+
+

1 2my+
; z

nz mz
m nC =

+
+

1 2mz+

Ôîðìóëà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè

A(x
1
; y

1
), B(x

2
; y

2
)

0

y

x

A y( ;x )1 1y;

B y( ;(x )2 2yy;

y
1

y
22

x
1

x
2

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êà-
ìè A è B:

d yAB +( )x x(x −x ( )yy −y1 2x 2
1 2yy 2

A(x
1
; y

1
; z

1
), B(x

2
; y

2
; z

2
)

0
y

z

x

A y z( ;x ; )z1 1y; 1)

B y z( ;x ; )z2 2yy; 2

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êà-
ìè A è B:

dAB

y z+ +( )x x−x ( )y y−y ( )z z−z1 2x 2
1 2yy 2

1 2z
2

Óðàâíåíèå ïðÿìîé
íà ïëîñêîñòè

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè 
â ïðîñòðàíñòâå

Â îáùåì âèäå:
ax+by+c � 0
Ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

k
a
b

= −  (b 
 0)

0

y

x

ϕ
bl

Â îáùåì âèäå: 
ax+by+cz+d � 0

0
y

z

x

α

n

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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y � kx+b
ïðÿìàÿ l,
ãäå (0; b) — òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ Oy;
k � tg�
Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿ-
ìîé: 

k
y y
x x

B Ay

B Ax
= ,

åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè A(xAx ; yAy ) è B(xB; yB)

n b( ;a ; )c — íîðìàëü (íîð-
ìàëüíûé âåêòîð) — íåíó-
ëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûé ïëîñêîñòè.
Åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò 
÷åðåç òî÷êè M(xO; yO; zO)
è n b( ;a ; )c , n ⊥ α,  òî
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè �:
a(x–xO)+b(y–yO)+c(z–zO) �
� 0 

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè
ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

0

y

x

l

m

1. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû 
óðàâíåíèÿìè:
l: a

1
x+b

1
y+c

1
� 0;

m: a
2
x+b

2
y+c

2
� 0,

òî l || m ïðè 
a
a

b
b

c
c

1

2

1bb

2b
1

2

= ≠1

2. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè:
l: y � k

1
x+b

1
;

m: y � k
2
x+b

2
,

òî l || m ïðè k
1
� k

2

è b
1

 b

2

0
y

z

x

Äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè 
�

1
 è �

2
, çàäàííûå óðàâíå-

íèÿìè: 
�

1
: a

1
x+b

1
y+c

1
z+d

1
� 0;

�
2
:a

2
x+b

2
y+c

2
z+d

2
� 0

ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

a
a

b
b

c
c

d
d

1

2

1bb

2b
1

2

1dd

2d
= =1 ≠ .

Ñëåäñòâèå: åñëè 
a
a

b
b

c
c

d
d

1

2

1bb

2b
1

2

1dd

2d
� �1 � ,

òî ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè 
ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè 
ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

0

y

x

l
mm

1. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè:
l: a

1
x+b

1
y+c

1
� 0;

m: a
2
x+b

2
y+c

2
� 0,

òî l 0 m ïðè 
a

1
b

2
+a

2
b

1
� 0.

2. Åñëè ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè:
l: y � k

1
x+b

1
;

m: y � k
2
x+b

2
,

òî l 0 m ïðè 
k k1 2k kk 1=k2k −

èëè

k
k1kk

2k
1= −

0 y

z

x

Åñëè ïëîñêîñòè çàäàíû 
óðàâíåíèÿìè: 
�: a

1
x+b

1
y+c

1
z+d

1
� 0;

�: a
2
x+b

2
y+c

2
z+d

2
� 0,

òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a

1
a

2
+b

1
b

2
+c

1
c

2
� 0

Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè

Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè

Ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè

0

y

x

l
md

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè 
(ïåðåñåêàþùèìèñÿ 
èëè ñêðåùèâàþùèìèñÿ)

p

l

A B
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Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè

Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè
l: ax+by � c

1

m: ax+by � c
2
, òî

d
c c

a b
= 1 2c

2 2b

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð 
ïðÿìîé — âåêòîð, ëåæàùèé
íà ïðÿìîé èëè íà ïðÿìîé, 
åé ïàðàëëåëüíîé.
Âû÷èñëÿåòñÿ ïî êîîðäèíàòàì 
äâóõ òî÷åê ïðÿìîé A(x

1
; y

1
; z

1
)

è B(x
2
; y

2
; z

2
).

p AB.
Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ñ íà-
ïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè 
p x y z( ;x ; )z1 1y; 1 è q x y z( ;x ; )z2 2y; 2 :

cos φ =

( ) ( )
=

⋅ + ⋅ +

(

x ⋅ y ⋅ z z⋅

y ) (⋅ ( y

1 2x 1 2y 1 2z

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

0

y

x

l

mm
ϕ

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû
óðàâíåíèÿìè
l: y � k

1
c+b

1

m: y � k
2
x+b

2

è k
1

 k

2
, òî

tg φ =
+

k k−
k k

1 2k kk

1 2k kk1

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé
è ïëîñêîñòüþ

p
n

α

Óãîë ìåæäó íàïðàâëÿþùèì 
âåêòîðîì p x y z( ;x ; )z1 1y; 1  è ïëî-

ñêîñòüþ ax+by+cz+d � 0: 

cos φ =

( ) ( )
=

+ +ax b cz

y ) (⋅ (
1 1+ by 1

1
2

1
2

1
2 2) (() ( 2 2

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû
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Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè

Ðàññòîÿíèÿ è óãëû ìåæäó 
ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
äî ïðÿìîé

0

y

x

dd
A y( ;x )0 0yy;axax

by
+

00

by
c

00
c

Ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè A(xO; yO) äî ïðÿìîé
ax+by+c � 0:

d
ax b c

a b
=

+ +by0 0by+ by
2 2b

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 
äî ïëîñêîñòè

0
y

z

x

A y z( ;x ; )z0 0yy; 0zz

α

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 
A(xO; yO; zO) äî ïëîñêîñòè
ax+by+cz+d � 0:

d
ax b cz d

a b c
=

+ +by +

+b

0 0by+ by 0

2 2bb 2

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè Óðàâíåíèå ñôåðû

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

x2+y2 � R2

0

y

x
RR

R

Öåíòð îêðóæíîñòè O(0; 0)

x2+y2+z2 � R2

0
y

z

x

R

Öåíòð îêðóæíîñòè O(0; 0; 0)

ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

0

y

x

bb R
a

O b( ;( ;a )))11

(x–a)2+(y–b)2 � R2

Öåíòð O
1
(a; b), ðàäèóñ R

0
y

z

x

R

OO b( ;;aa ; c)1

(x–a)2+(y–b)2+(z–c)2 � R2

Öåíòð ñôåðû O
1
(a; b; c),

ðàäèóñ R

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Векторы 

Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå

a

A

B Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåí-
íûé îòðåçîê: 

AB a�
Äëèíà ýòîãî îòðåçêà íàçûâàåò-
ñÿ äëèíîé (ìîäóëåì, àáñîëþòíîé
âåëè÷èíîé) âåêòîðà:
a Aa B

Êîîðäèíàòû âåêòîðà 
íà ïëîñêîñòè

Êîîðäèíàòû âåêòîðà
â ïðîñòðàíñòâå

A x y( ;x )1 1yy1

A y( ;x )2 2yy;2

a

a a( ;a )1 2a;  ãäå 

a
1
� x

2
–x

1
; a

2
� y

2
–y

1

a a a= +a1
2

2
2

A x y( ;x ; )z1 1y ; 1)1

a

A y z( ;x ; )z2 2y; 2z2

a a( ;a ; )a ,1 2a; 3  ãäå 

a
1
� x

2
–x

1

a
2
� y

2
–y

1

a
3
� z

2
–z

1

a a a a= +a +1
2

2
2

3
2

Ðàâíûå âåêòîðû

a

b

a b a ba
a b

= ⇔b
⎧
⎨
⎧⎧

⎩
⎨⎨
âåêòîðû a îäèíàêîâî íàïðàâëåíû

Â êîîðäèíàòàõ

a a b( ;a ) (b ; )b1 2a; 1 2b ; b ⇔b(b )bbb b

a b
a b

1 1bb

2 2b
⇔

a a b b
a b
a b
a b

( ;a ; )a ( ;b ; )b1 2a; 3 1b) (b 2 3b ; b
1 1bb

2 2b

3 3b
= ⇔b b;b )bb bb b b
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Ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû

a

c

B

c
A D

C

O

Ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû — âåêòîðû,
èìåþùèå îäèíàêîâóþ äëèíó è ïðîòèâî-
ïîëîæíîå íàïðàâëåíèå.

Âåêòîðû AO  è CO — ïðîòèâîïîëîæ-

íûå; BC  è DA — ïðîòèâîïîëîæíûå.
a c a c

Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû

a
b

c

Íåíóëåâûå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîë-
ëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé 
ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû íàïðàâëåíû 
îäèíàêîâî èëè ïðîòèâîïîëîæíî

Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

a  êîëëèíåàðíî b
a a( ;a );1 2a; b b( ;b )1 2b;bb �

�
a
b

a
b

1

1b
2

2b
�

a  êîëëèíåàðíî b
a a( ;a ; )a ;1 2a; 3 b b( ;b ; )b1 2b;bb 3b �

�
a
b

a
b

a
b

1

1bb
2

2b
3

3b
� �2

Операции над векторами 

Íà ïëîñêîñòè Â ïðîñòðàíñòâå

a a b( ;a ) (b ; )b1 2a; 1 2b ; b =b(b )bbb b

c a b( ;a b )1 1b 2 2b= +abbb 2

a a b b( ;a ; )a ( ;b ; )b1 2a; 3 1b) (b 2 3b ; b =b+ b ;b )bb bb b b

= +c a b( ;+a b ; )+a b1 1+ bb 2 2+ b 3 3+ b
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Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà

a

A

B

a+

b b
b C

AB BC AC+ =BC

Ïðàâèëî ïàðàëëåëåïèïåäà

A

B

CC

O

TM

K

D

a

b

c

b+b+ca+

OM OA OB OC= +OA +

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà

a

b

a+b

Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà:
Ïóñòü äàíû âåêòîðû a; b; c; d.
à) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñòðîèì âåêòîð a;

á) îò êîíöà âåêòîðà a  ñòðîèì âåêòîð b;

â) îò êîíöà âåêòîðà b  ñòðîèì âåêòîð c;
ã) îò êîíöà âåêòîðà c  ñòðîèì âåêòîð d;
ä) âåêòîð-ñóììà m — åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì 
âåêòîðà a,  êîíåö — ñ êîíöîì âåêòîðà d

b
a dc

b
a

d

c

m

+

a
b
c
d
m

( ; )
( ; )
( ; )
( ;− )

( ; )

1;
0;

2−;
2−;

3−;
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Ðàçíîñòü âåêòîðîâ

a a b( ;a ) (b ; )b1 2a; 1 2bb ; b =b(b )bb b

c a b( ;a b )1 1bb 2 2b= −ab

a a b b( ;a ; )a ( ;b ; )b1 2a; 3 1b) (bb 2 3b ; b− =b b;b )bb b b b

= −c a b( ;−a b ; )−a b1 1bb 2 2b 3 3b

a
A

Bb

a–b

C AC AB BC− =AB

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

λ λ λ( ) ( ; )λa ; λ1 2; 1 2; λ; λ λ λ λ λ( ; ;λ )λλ λ1 2; 3 1) (λλ 2 3; λλ

a

a,
0

a,
0

Ïðè 3 � 0 âåêòîð Ba  îäèíàêîâî
íàïðàâëåí ñ âåêòîðîì a.
Ïðè 3 � 0 âåêòîð Ba  ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåí ñ âåêòîðîì a.

λ λ aλλ

Âåêòîðû a  è Ba  êîëëèíåàðíû

Åñëè a è b  êîëëèíå-
àðíû, òî ab = λ

�
Åñëè ab = λ ,  òî a
è b — êîëëèíåàðíû

Свойства действий над векторами

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b  è c  è ëþáûõ ÷èñåë / è 4: 

1) a b b a=b b ;

2) a c( )b c+b ( )a b+a ;
3) a + 0 ;a
4) a b a b=b ( ) ;
5) ( ) ;λ μ λ μ=)a λ= a
6) λ λ λ( ) ;a bλ

7) 0 0;

8) λ ⋅ 0 0= ;

9) λ λ aλλ ;

10) λ λ ↑↑0 a a↑↑ ;

11) λ λ ↑↓0 a a↑↓
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Угол между векторами.
Скалярное произведение векторов

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 
âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå

a a( ;a );1 2a; b b( ;b )1 2b;b

a b a b a b=b +b1 1bbb 2 2b

a a( ;a ; )a ;1 2a; 3 b b( ;b ; )b1 2b;bb 3b

a b a b a b a b=b +b +b1 1bb 2 2bb 3 3b

a

b

ϕ
Òåîðåìà î ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè âåêòîðîâ

a b a ba=b cos ,φ
ãäå � — óãîë ìåæäó âåê-
òîðàìè

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè

×èñëåííîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ õàðàêòåðè-
çóåò âåëè÷èíó óãëà ìåæäó âåêòîðàìè:

a

b

ϕ
a b >b 0 � 0� � � � 90�
Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè — îñòðûé

n

b

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðîâ
a b a b=b ⇔ a0
Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 90� (âåêòîðû
ïåðïåíäèêóëÿðíû)

a

b

ϕ

a b <b ⇔0  90� � � � 180�
Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè — òóïîé

Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

cos φ = a b⋅
a ba ⋅



2435.6. Координаты и векторыр р

Разложение вектора 

 ïî äâóì íå-
êîëëèíåàðíûì âåêòîðàì

Â ïðîñòðàíñòâå: ïî òð¸ì 
íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì

m — ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð ïëîñêîñòè;
a è b — íåêîëëèíåàðíûå 
âåêòîðû.
Âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàçëî-
æåíèå: 

m bλ μa +a ,
ãäå 3 è 4 — åäèíñòâåííûå 
÷èñëà

a

b
m

b

a

m — ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð ïðîñòðàíñòâà; 
a, b  è c — íåêîìïëàíàð-
íûå (ò. å. íå ïàðàëëåëüíûå 
îäíîé ïëîñêîñòè) âåêòîðû.
Âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàçëî-
æåíèå:

m b cλ μa +a ν ,
ãäå 3, 4 è 5 — åäèíñòâåí-
íûå ÷èñëà 

a
b

c

c

m

Âåêòîðû a a( ;a )1 2a;  è b b( ;b )1 2b;bb
íåêîëëèíåàðíû, åñëè

a
b

a
b

1

1bb
2

2b
≠ 

Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè
âåêòîðîâ

Âåêòîðû a, b  è c — 
êîìïëàíàðíû, åñëè 

c bλ μa +a ,  ãäå 32+ 42 
 0

Векторный метод для решения геометрических задач 

Ýòàïû âåêòîðíîãî ìåòîäà:
1) ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó íà ÿçûêå âåêòîðîâ; 
2) ïðåîáðàçîâàòü ñîñòàâëåííûå ðàâåíñòâà íà îñíîâàíèè
âåêòîðíûõ ñîîòíîøåíèé;
3) ïåðåâåñòè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ÿçûê ãåîìåòðèè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíîãî ÿçûêà
äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåð-
æäåíèé
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ÿçûêå
Íà âåêòîðíîì

ÿçûêå

a || b AB kCD� ,  ãäå îòðåçêè AB è CD
ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿ-
ìûì a è b, k — ÷èñëî 

Òî÷êè A, B è C
ïðèíàäëåæàò ïðÿ-
ìîé a

Óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñò-

âà: AB kBC� èëè AC kBC� ,  èëè 

AC kAB�

BCA

AC :AB � m :n
AC

m
n

CB�  èëè 

QC
n

m n
QA

m
m n

QB=
+

+
+

 äëÿ íåêî-

òîðîé òî÷êè Q

a 0 b AB CD⋅ =CD 0,  ãäå òî÷êè A è B ïðè-
íàäëåæàò ïðÿìîé a, à òî÷êè C
è D — ïðÿìîé b

Âû÷èñëèòü äëèíó
îòðåçêà

à) âûáðàòü äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåê-
òîðà, ó êîòîðûõ èçâåñòíû äëèíû 
è óãîë ìåæäó íèìè; 
á) ðàçëîæèòü ïî íèì âåêòîð, äëèíà
êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ;
â) íàéòè ñêàëÿðíûé êâàäðàò ýòîãî
âåêòîðà:

a a2 2

Âû÷èñëèòü âåëè-
÷èíó óãëà 

à) âûáðàòü äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåê-
òîðà, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî îòíîøå-
íèå äëèí è óãëû ìåæäó íèìè; 
á) âûáðàòü âåêòîðû, çàäàþùèå èñêî-
ìûé óãîë, è ðàçëîæèòü èõ ïî áàçèñ-
íûì âåêòîðàì;

â) âû÷èñëèòü cos( ; )a;
a b
a ba

=

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, 
СТАТИСТИКИ  
И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

6.1. Элементы комбинаторики

Понятие множества и его элементов

Ìíîæåñòâî — ñîâîêóï-
íîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, 
îáúåäèí¸ííûõ ïî îïðåäå-
ë¸ííîìó ïðèçíàêó 

Ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò 
ìíîæåñòâó A � a � A.
Ýëåìåíò b íå ïðèíàäëåæèò 
ìíîæåñòâó A � b � A.
Â ìíîæåñòâå íåò ýëåìåí-
òîâ � ,

Ïîäìíîæåñòâî (��)

B A

A � B � Åñëè x � A, òî
x � B

Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ (��)

A = B
Åñëè x � A, òî x � B
Åñëè x � B, òî x � A

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ (66)

BA CC

C � A 6 B
x � C � x � A è x � B

6
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Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ (��)

A B

C A � B � C
x � C � x � A èëè x � B

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ (\\)

A\B B

A B C � A \ B
x � C � x � A è x � B

Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâ

AA
x A x A⇔A ∉

Ïðîñòåéøèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è: ïåðåáîð âàðèàíòîâ, 
ïðàâèëî ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ

Â ïðîñòåéøèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ îñóùåñòâëÿþò ïå-
ðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé è ñòðîèòñÿ äåðåâî âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ

Îäíîâðåìåííûé è ïîî÷åð¸äíûé âûáîð

Ïðàâèëî ñóììû
(îäíîâðåìåííûé âûáîð)

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ
(ïîî÷åð¸äíûé âûáîð)

Åñëè ýëåìåíò A ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëå-
ìåíò B — n ñïîñîáàìè, òî
A èëè B ìîæíî âûáðàòü 
m+n ñïîñîáàìè

Åñëè ýëåìåíò A ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè, à ïîñëå 
ýòîãî ýëåìåíò B — n ñïîñî-
áàìè, òî A è B ìîæíî âû-
áðàòü m �n ñïîñîáàìè

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ èçó÷àþòñÿ ñïîñîáû âûáîðà
è ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Òàêèå ãðóïïû ýëåìåíòîâ íàçûâàþò ñîåäèíåíèÿìè

Ñîåäèíåíèÿ

Âñå ýëåìåíòû ïîëó÷åííîãî 
ìíîæåñòâà ðàçíûå

Ñîåäèíåíèÿ 
áåç ïîâòîðåíèé

Ýëåìåíòû ïîëó÷åííîãî
ìíîæåñòâà ïîâòîðÿþòñÿ

Ñîåäèíåíèÿ 
ñ ïîâòîðåíèÿìè

Îñíîâíûå âèäû ñîåäèíåíèé áåç ïîâòîðåíèé

Ïåðåñòàíîâêà èç n ýëåìåí-
òîâ (ðàçëè÷àþò ïîðÿäêîì 
ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ) 

Pn � n!

n! � 1 � 2 � 3 � … �n
ôàêòîðèàë
0! � 1

Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåí-
òîâ ïî m (ðàçëè÷àþòñÿ
èëè ïîðÿäêîì, èëè ýëåìåí-
òàìè)

A n n n mn
m = − ⋅ ⋅ − +( ) ... ( )1 1

A
n

n mn
m =

−
!

( ) !

Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ
ïî m (îòëè÷àþòñÿ ëèøü 
ýëåìåíòàìè)  

C
n

m n m
A
Pn

m n
m

m

=
−

=!

!( ) !
;

Cn
0 1� .

Ñâîéñòâî ñî÷åòàíèÿ

C Cn
m

n
n m= −

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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÷
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 ë
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Â
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C
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=
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Бином Ньютона 

Äâó÷ëåí âèäà a+x íàçûâàþò áèíîìîì Òðåóãîëüíèê 
Ïàñêàëÿ

(a+x)0 � 1; (a+x) 
 0 1

(a+x)1 � a+x 1   1

(a+x)2 � a2+2ax+x2 1 2 1

(a+x)3 � a3+3a2x+3ax2+x3 1   3   3   1

(a+x)4 � a4+4a3x+6a2x2+4ax3+x4 1   4   6   4   1

(a+x)5 � a5+5a4x+10a3x2+
           +10a2x3+5ax4+x5

1   5   10   10   5   1

Îáùàÿ ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà

( ) ...a C a x C a x C a xn na n n
n

n
n=)n +C a xn +C a xn
n +C −1 1nan− 2 2an−n 2 3CC 3 3x

... C a x C...n
nk n k k+ + C a xna kx−C n

nn
n n nax x+1 1n−n

Îáùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ

T C a xn nT CT k na k kx−  (k � 0, 1, 2, … n).

Cn
k  íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

×èñëî áèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ (a ðàâíî n
ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè) 
ðàâíî n+1

Ñóììà âñåõ áèíîìèàëüíûõ 
êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 2n: 

C C Cn nC n nCn n0 1 2C C 2+CnC1C =

Êîýôôèöèåíòû ÷ëåíîâ,
ðàâíîóäàë¸ííûõ îò íà÷à-
ëà è êîíöà ðàçëîæåíèÿ,
ðàâíû ìåæäó ñîáîé:

C Cn
k

n
k−1

Ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ÷¸ò-
íûõ ìåñòàõ, ðàâíà ñóììå êî-
ýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ íà
íå÷¸òíûõ ìåñòàõ
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6.2. Элементы статистики

Òàáëè÷íîå è ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ (ñõåìà)

Âèäû ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

ïî âðåìåííîìó ïðèçíàêó

ïî ñïîñîáó îðãàíèçàöèè

ïî ñòåïåíè ïîëíîòû îõâàòà åäèíèöû

íåñïëîøíûå ñïëîøíûå

îäèíî÷íûå

ñàìîâû÷èñëåíèå

ìîíîãðàôè÷åñêîå îïèñàíèå

òåêóùèå

îò÷¸òíûå

âûáîðî÷íûå

ïåðèîäè÷åñêèå

ýêñïåäèöèîííûå

àíêåòíûå

íàáëþäåíèå îñíîâíîãî ìàññèâà

Ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ

Òàáëè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå

Ãðàôè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå (ãðàôè-
êè, äèàãðàììû)

Ðàñ÷¸ò ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ïî-

êàçàòåëåé



2516.2. Элементы статистики 

Основные статистические характеристики 

(числовые характеристики рядов данных) 

Ðàíæèðîâàíèå ðÿäà ÷èñåë. ×òîáû âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ðÿä ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòà-
òå ñáîðà äàííûõ, íàäî ðàíæèðîâàòü, ò. å. ðàñïîëîæèòü ÷è-
ñëà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ (êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî íå 
ìåíüøå ïðåäûäóùåãî) 

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðÿäîâ äàííûõ

Ðàçìàõ (R) — ðàçíèöà
ìåæäó íàèáîëüøèì è íàè-
ìåíüøèì çíà÷åíèåì ðÿäà
÷èñåë.
Ðàçìàõ íàõîäÿò, åñëè íåîá-
õîäèìî îïðåäåëèòü, êàê âå-
ëèê ðàçáðîñ äàííûõ â ðÿäó

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ðÿäà 
÷èñåë (ñðåäíåå àðèôìåòè-
÷åñêîå) — ÷àñòíîå îò äåëå-
íèÿ ñóììû ýòèõ ÷èñåë íà 
êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå — ýòî
çíà÷åíèå âåëè÷èíû, êîòî-
ðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñóì-
ìà âñåõ íàáëþäàåìûõ çíà-
÷åíèé ðàñïðåäåëÿåòñÿ
ïîðîâíó ìåæäó åäèíèöàìè
íàáëþäåíèÿ

Ìîäà (Mo) — ÷èñëî, êîòî-
ðîå âñòðå÷àåòñÿ â äàííîì 
ðÿäó ÷àùå âñåãî

Ìåäèàíà — òàê íàçûâàå-
ìîå ñåðåäèííîå çíà÷åíèå 
ðàíæèðîâàííîãî ðÿäà ÷è-
ñåë:

Ðÿä ÷èñåë ìîæåò èìåòü áî-
ëåå îäíîé ìîäû èëè íå
èìåòü å¸ ñîâñåì.
Ìîäó ðÿäà ÷èñåë íàõîäÿò,
êîãäà õîòÿò âûÿñíèòü íå-
êîòîðûé òèïè÷íûé ïîêà-
çàòåëü

à) åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë
â ðÿäó íå÷¸òíîå, òî ìåäè-
àíà — ýòî ÷èñëî, çàïèñàí-
íîå ïîñåðåäèíå; 
á) åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë
â ðÿäó ÷¸òíîå, òî ìåäèà-
íà — ýòî ñðåäíåå àðèôìå-
òè÷åñêîå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿ-
ùèõ ïîñåðåäèíå
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6.3. Элементы теории вероятностей

Виды событий

Ñîáûòèå Îïðåäåëåíèå Îáîçíà÷åíèå

Ñëó÷àéíîå Ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ èëè íå ñëó-
÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòà

A, B, C, …

Äîñòîâåðíîå Ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåä-
ñòâèå ýêñïåðèìåíòà îáÿ-
çàòåëüíî ñëó÷èòñÿ

V

Íåâîçìîæíîå Ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåä-
ñòâèå ýêñïåðèìåíòà íå
ìîæåò ñëó÷èòüñÿ

,

Ñîáûòèÿ Îïðåäåëåíèå

Ñîâìåñòèìûå Ïîÿâëåíèå îäíîãî èç íèõ íå èñêëþ-
÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî

Íåñîâìåñòèìûå Ïîÿâëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò
ïîÿâëåíèå äðóãîãî

Ðàâíîâîçìîæíûå Ñîáûòèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå
èìååò íèêàêîãî ïðåèìóùåñòâà â ïî-
ÿâëåíèè ÷àùå äðóãèõ âî ìíîãîêðàò-
íûõ èñïûòàíèÿõ, ïðîâîäÿùèõñÿ 
â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ

Ïîëíàÿ ãðóïïà Ðåçóëüòàòîì èñïûòàíèé îáÿçàòåëü-
íî ñòàíîâèòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî èç 
ýòèõ ñîáûòèé

Ýëåìåíòàðíûå Ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ, ïîïàðíî
íåñîâìåñòèìûå è îáðàçóþùèå ïîë-
íóþ ãðóïïó ñîáûòèé
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Вероятность случайного события

Ê
ë
à
ññ

è
÷
åñ

ê
î
å 

î
ï
ð
åä

åë
åí

è
å

â
åð

î
ÿ
òí

î
ñò

è

Âåðîÿòíîñòü P(A(( ) ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A — ýòî îò-
íîøåíèå ÷èñëà ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñî-
áûòèþ A, ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé: 

P
m
n

( )A � ,

n — ÷èñëî âñåõ ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà;
m — ÷èñëî ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà, ñïîñîáñòâóþùèõ 
ñîáûòèþ A

Ñîáûòèå Åãî âåðîÿòíîñòü P(A(( )

Íåâîçìîæíî P(A(( ) � 0 
Ñëó÷àéíî 0 � P(A(( ) � 1
Âåðîÿòíî P(A(( ) � 1

Ñ
òà

òè
ñò

è
÷
åñ

ê
î
å 

î
ï
ð
åä

åë
åí

è
å

â
åð

î
ÿ
òí

î
ñò

è

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü P(A)
Ñîáûòèå A — ïðåäåë, ê êîòîðîìó ïðèáëèæàåòñÿ îò-

íîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà 
m
n

 (n — êîëè÷åñòâî âñåõ èñ-

ïûòàíèé ñåðèè, m — êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé, â êî-
òîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A).
Ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè-
÷åíèè ÷èñëà âñåõ èñïûòàíèé: 

P
m
nn

( )A lim=
→∞

   

U — ïëîùàäü ôèãóðû íà
ïëîñêîñòü; S(U) — ïëîùàäü ôèãóðû U;
A — ÷àñòü ôèãóðû U (U A(( � U); S(A(( ) — ïëîùàäü ôèãó-
ðû A. Ñîáûòèå A — ïîïàäàíèå òî÷åê U âU ôèãóðó A

Ã
åî

ì
åò

ð
è
÷
åñ

ê
î
å 

î
ï
ð
åä

åë
å-

í
è
å 

â
åð

î
ÿ
òí

î
ñò

è

Ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòA -
ñÿ îòíîøåíèå ïëîùàäè ôèãóðû, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùåé ñîáûòèþ A, ê ïëîùàäè âñåé çàäàííîé ôèãóðû:

P
S
S

( )A
( )A
( )U

�     
C

X

M

Y

D

Åñëè ñîáûòèå A — ïîïàäàíèå òî÷êè M íà îòðåçîêM XY
ïðè áðîñàíèè å¸ íàóãàä íà îòðåçîê CD (XY � CD), òî

P
xy
CD

( )A �

A

U
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Операции над событиями 

Îïðåäåëåíèå
Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-

íàÿ èëëþñòðàöèÿ

Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå

Ñîáûòèå A  íàçûâàåòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíûì ñîáûòèþ A, åñëè îíî 
ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà íå ïðîèñõîäèò ñîáûòèå
A. Âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíî-

ãî ñîáûòèÿ: P P( )A ( )A= −1

U — äîñòîâåðíîå ñî-
áûòèå

P(U) � 1

AA

Ñóììà ñîáûòèé

Ñóììîé (èëè îáúåäèíåíèåì) ñî-
áûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå
A+B (èëè A � B), êîòîðîå ïðî-
èñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A èëè 
ñîáûòèå B

AAA
B

A+B èëè A � B

Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé

Ïðîèçâåäåíèåì (èëè ïåðåñå÷å-
íèåì) ñîáûòèé A è B íàçûâàåò-
ñÿ ñîáûòèå A � B (èëè A 6 B), êî-
òîðîå ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäÿò îáà ñî-
áûòèÿ A è B

A
B

A � B èëè A 6 B

Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ
íåñîâìåñòíûìè, åñëè èõ ïðîèç-
âåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì
ñîáûòèåì, ò. å. A � B � , (èëè
A 6 B � ,)

A B

A � B � ,

Âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíûå, òî P(A(( +B) � P(A(( )+P(B)
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Вероятность сложных событий

Òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ñîáûòèÿ A è B ñîâìåñòèìû

P(A((  +B) � P(A(( ) ) P(B) P(A((  + B)�P(A(( ) +P(B) – P(A(( ���B)

íåò äà

Ñëåäñòâèÿ ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñîáû-
òèé A

1
, A

2
, …, An, êîòîðûå 

îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó
è ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû,
ðàâíà 1:
P(A((

1
) +P(A((

2
) + … +P(A(( n) � 1

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé
ðàâíà 1:

P A P A( ) ( )+ = 1

Òåîðåìû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Äâà ñîáûòèÿ çàâèñèìû, åñëè âåðîÿòíîñòü îäíîãî èç íèõ 
çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ äðóãîãî

Ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû

P(AB(( ) � P(A(( ) �P(B) P(AB(( ) � P(A(( ) �P(BA)

íåò äà

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû óìíîæåíèÿ

Âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëå-
íèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íîãî èç n íåçàâèñèìûõ ñî-
áûòèé A

1
, A

2
, …, An ìîæíî 

âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå: 
P(A(( ) � 1 – (1 – P(A((

1
))

(1 – P(A((
2
))…(1 –P(A(( n))

Åñëè ñîáûòèÿ A
1
, A

2
, …, An

èìåþò îäèíàêîâóþ âåðî-
ÿòíîñòü, êîòîðàÿ ðàâíà p,
òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñî-
áûòèé ðàâíà:

P(A(( ) � 1 – qn, ãäå q � 1 – p
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